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Vorwort
Eines der bekanntesten Ergebnisse der Gruppentheorie ist die Klassifikation der endlichen
einfachen Gruppen. Danach ist jede solche Gruppe entweder zyklisch von Primzahlord-
nung, eine alternierende Gruppe, eine einfache Gruppe vom Lie-Typ, d.h. ein endliches
Analogon einer klassischen Lie-Gruppe, oder eine von 26 sporadischen Ausnahmegrup-
pen. Dieses Klassifikationsresultat kla¨rt eine zentrale Frage der Gruppentheorie, na¨mlich
die nach den Bausteinen, aus denen endliche Gruppen aufgebaut sind. Damit erhebt sich
die Frage nach der Struktur dieser Bausteine.
Eine Mo¨glichkeit, die Struktur einer gegebenen Gruppe G zu untersuchen, besteht darin,
die Abbildungen
ϕ : G −→ GLn(K)
von der Gruppe G in die Gruppe der invertierbaren n×n–Matrizen u¨ber einem fest vorge-
gebenen Ko¨rperK zu studieren, die fu¨r alle Gruppenelemente g1 und g2 aus G das Produkt
g1 · g2 dieser Gruppenelemente auf das Matrixprodukt von ϕ(g1) und ϕ(g2) abbilden. Sol-
che Abbildungen heißen Darstellungen der Gruppe G. Sie bilden den Ausgangspunkt der
Darstellungstheorie endlicher Gruppen. Auch hier stellt sich die Frage nach den kleinsten
Bausteinen, den sogenannten irreduziblen Darstellungen. Zu jeder endlichen Gruppe gibt
es – bezu¨glich eines geeigneten A¨quivalenzbegriffes – nur endlich viele irreduzible Darstel-
lungen. Der erste Schritt zum Versta¨ndnis aller Darstellungen einer Gruppe G besteht also
darin, die irreduziblen Darstellungen zu beschreiben.
Ist ϕ : G −→ GLn(K) eine Darstellung der endlichen Gruppe G u¨ber einem Ko¨rper K,
so sind viele Eigenschaften dieser Darstellung bereits in der Spurabbildung
χ :
G −→ K
g 7→ Spur ϕ(g)
enthalten. Diese Abbildung heißt der Charakter zur Darstellung ϕ. Da die Spur einer
Matrix invariant unter Konjugation ist, sind die Charaktere konstant auf den Konju-
giertenklassen von G. Ist K der Ko¨rper der komplexen Zahlen, so stimmt die Anzahl der
irreduziblen Charaktere – damit sind die Charaktere der irreduziblen Darstellungen von G
u¨ber K gemeint – mit der Anzahl der Konjugiertenklassen von G u¨berein. Somit lassen
5
6 Vorwort
sich die irreduziblen Charaktere einer endlichen Gruppe G u¨ber dem Ko¨rper der komple-
xen Zahlen in einer quadratischen Matrix anordnen. Diese nennt man die Charaktertafel
der Gruppe G.
Warum ist es sinnvoll, sich mit Charaktertafeln zu bescha¨ftigen? Zum einen verra¨t
die Charaktertafel einer endlichen Gruppe viele Informationen u¨ber die Struktur dieser
Gruppe und ihrer Darstellungen. Zum anderen lassen sich Teile der Charaktertafel ha¨ufig
allein durch kombinatorische oder zahlentheoretische U¨berlegungen bestimmen, ohne dass
eine explizite Kenntnis der zugrundeliegenden Darstellungen no¨tig ist.
Die meisten endlichen einfachen Gruppen sind vom Lie–Typ. Pierre Deligne und Geor-
ge Lusztig haben 1976 in [13] die Charaktertheorie der Gruppen vom Lie–Typ begru¨ndet.
Diese Theorie ist seitdem sehr gut untersucht worden. In der Theorie der Gruppen vom
Lie–Typ treten gewisse Untergruppen in natu¨rlicher Weise auf, die parabolischen Unter-
gruppen. Eine natu¨rliche, weiterfu¨hrende Fragestellung ist die nach der Charaktertheo-
rie fu¨r parabolische Untergruppen. Warum ist es nun aber sinnvoll, sich mit Charakteren
und Charaktertafeln parabolischer Untergruppen zu bescha¨ftigen? Eine Motivation hierfu¨r
liegt in der Anwendung dieser Charaktertafeln auf die Theorie der Darstellungen endli-
cher Gruppen vom Lie–Typ u¨ber Ko¨rpern von Primzahlcharakteristik ` > 0, beispielsweise
endlichen Ko¨rpern. Hier gibt es noch viele offene Fragen und ungelo¨ste Probleme. Das Teil-
gebiet der Darstellungstheorie endlicher Gruppen, das sich mit Darstellungen u¨ber solchen
Ko¨rpern befasst, wird als modulare Darstellungstheorie bezeichnet.
Richard Brauer hat in seinen Arbeiten eine Verbindung zwischen der Darstellungstheorie
einer endlichen Gruppe G u¨ber dem Ko¨rper der komplexen Zahlen und der Darstellungs-
theorie dieser Gruppe u¨ber Ko¨rpern von Primzahlcharakteristik ` hergestellt. Bezeichnet
man die Gruppenelemente von G, deren Ordnung nicht durch ` teilbar ist, als die `–
regula¨ren Elemente von G, so hat Brauer gezeigt, wie man die Werte des Charakters einer
Darstellung u¨ber einem Ko¨rper der Charakteristik ` auf den `–regula¨ren Elementen von G
in den Ko¨rper der komplexen Zahlen ”heben“ kann. Diese neue komplexwertige Funktion
auf den `–regula¨ren Elementen von G heißt Brauercharakter der Darstellung.
Brauer hat bewiesen, dass die Einschra¨nkung des Charakters einer Darstellung u¨ber den
komplexen Zahlen auf die `–regula¨ren Elemente stets ein Brauercharakter ist. Auch die
Brauercharaktere setzen sich aus kleinsten Bausteinen zusammen, den irreduziblen Brau-
ercharakteren. Die Zerlegung der irreduziblen Charaktere u¨ber dem Ko¨rper der komplexen
Zahlen in die irreduziblen Brauercharaktere wird in einer Matrix festgehalten, deren Zei-
len durch die irreduziblen Charaktere u¨ber dem Ko¨rper der komplexen Zahlen indiziert
und deren Spalten durch die irreduziblen Brauercharaktere indiziert sind. Diese Matrix
wird Zerlegungsmatrix von G genannt. Ihre Eintra¨ge, lauter nichtnegative ganze Zahlen,
heißen Zerlegungszahlen von G. Sie bilden die Bru¨cke zwischen der Darstellungstheorie
der Gruppe G u¨ber dem Ko¨rper der komplexen Zahlen und der Darstellungstheorie u¨ber
Ko¨rpern von Primzahlcharakteristik `.
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Im Zentrum dieser Arbeit stehen die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen 3D4(q). Sie bil-
den eine der Serien von unendlich vielen einfachen Gruppen vom Lie–Typ, die in der ein-
gangs erwa¨hnten Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen auftreten. Die Bezeich-
nung ”
3D4(q)“ fu¨r die Trialita¨tsgruppen kommt folgendermaßen zustande: Die endlichen
einfachen Gruppen vom Lie–Typ werden mit Hilfe der endlichdimensionalen komplexen
einfachen Lie–Algebren klassifiziert: Eine solche Gruppe kGn(q) wird durch mehrere Pa-
rameter bestimmt: G beschreibt den Dynkin–Typ der zugeho¨rigen komplexen einfachen
Lie–Algebra und k die Ordnung einer Symmetrie des Dynkin–Diagramms. Ist k gleich 1,
so wird dieser Parameter weggelassen. Der Parameter n gibt den Lie–Rang und q die
Ordnung des Definitionsko¨rpers an.
Diese Arbeit gliedert sich in zwei Teile: Das Ziel des ersten Teils (Kapitel 1 bis 4) be-
steht in der generischen, also fu¨r alle q gleichzeitigen Bestimmung der Charaktertafeln aller
maximalen parabolischen Untergruppen der Steinbergschen Trialita¨tsgruppen 3D4(q). Fu¨r
jede Primzahlpotenz q gibt es in den Trialita¨tsgruppen bis auf Konjugation genau zwei
maximale parabolische Untergruppen. Eine Produktzerlegung der parabolischen Unter-
gruppen, die sogenannte Levi–Zerlegung, ermo¨glicht die Anwendung der Clifford–Theorie,
eines Werkzeugs zur Konstruktion irreduzibler Charaktere.
Hiermit gelang in dieser Arbeit die vollsta¨ndige generische Berechnung der Charakter-
tafel einer der beiden maximalen parabolischen Untergruppen sowie eines großen Teils
der Charaktertafel der anderen maximalen parabolischen Untergruppe der Steinbergschen
Trialita¨tsgruppen.
Der zweite Teil dieser Arbeit (Kapitel 5 und 6) behandelt die Anwendung dieser Charak-
tertafeln auf die modulare Darstellungstheorie der Trialita¨tsgruppen 3D4(q). Es werden
hier ausschließlich solche Darstellungen von 3D4(q) behandelt, bei denen die Charakte-
ristik ` des Ko¨rpers, u¨ber dem die Darstellungen betrachtet werden, kein Teiler von q
ist. Bei solchen Darstellungen spricht man von Darstellungen in nicht–definierender Cha-
rakteristik. Die Zerlegungszahlen der Steinbergschen Trialita¨tsgruppen 3D4(q) in nicht–
definierender Charakteristik wurden zu einem großen Teil im Jahr 1990 von Meinolf Geck
in [19] berechnet. Einige der Zerlegungszahlen konnten dort jedoch nicht bestimmt werden.
Ihre Berechnung bildet seit nunmehr u¨ber 10 Jahren ein offenes Problem.
Diese Zerlegungszahlen ha¨ngen von der multiplikativen Ordnung e von q modulo ` ab.
Nichttriviale Ergebnisse erha¨lt man nur in den Fa¨llen e = 12, 6, 3, 2 oder 1, wobei der Fall
e = 12 bereits vollsta¨ndig von Meinolf Geck gelo¨st werden konnte. Ein Anliegen dieser
Arbeit besteht darin, einige der Lu¨cken in den Fa¨llen e = 6 und e = 3 durch Anwendung
neuerer Methoden zu schließen.
Hierbei spielen die parabolischen Untergruppen die folgende Rolle: Zum einen lassen
sich aus den Charaktertafeln der parabolischen Untergruppen durch Induzieren Charak-
tere der Trialita¨tsgruppen konstruieren. Einige von diesen, die sogenannten projektiven
Charaktere, liefern obere Schranken fu¨r die Zerlegungszahlen der Trialita¨tsgruppen. Zum
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anderen sind in den beiden Fa¨llen e = 6 und e = 3 die `–Sylowgruppen der parabolischen
Untergruppen zyklisch. Diese Tatsache und weitere gruppentheoretische Eigenschaften der
parabolischen Untergruppen ermo¨glichen es, die Zerlegungszahlen dieser Untergruppen
vollsta¨ndig zu bestimmen. Die so erhaltene Kenntnis der modularen Darstellungstheorie
der parabolischen Untergruppen legt folgendes Vorgehen nahe, das durch T. Okuyamas
und K. Wakis Arbeit [35] u¨ber die Zerlegungszahlen der symplektischen Gruppen Sp4(q)
inspiriert wurde:
Man konstruiert zuna¨chst eine geeignete modulare Darstellung der Trialita¨tsgruppen,
so dass eine der gesuchten Zerlegungszahlen als Vielfachheit eines irreduziblen Bausteins
dieser Darstellung auftritt. Als na¨chstes betrachtet man dann die Einschra¨nkung dieser
Darstellung auf eine parabolische Untergruppe. Aus der genauen Kenntnis der Darstel-
lungstheorie dieser parabolischen Untergruppe lassen sich dann Informationen u¨ber die
gesuchte Zerlegungszahl gewinnen.
Mit den soeben beschriebenen Methoden werden in der vorliegenden Arbeit zwei der
bis dahin unbekannten Zerlegungszahlen explizit bestimmt (eine im Fall e = 6 und eine im
Fall e = 3). Fu¨r einige weitere der bislang unbekannten Zerlegungszahlen in diesen beiden
Fa¨llen konnten die bisher bekannten unteren und oberen Schranken verbessert werden.
Inhalt der einzelnen Kapitel
Im Verlauf dieser Arbeit werden Konjugiertenklassen von Untergruppen der Steinberg-
schen Trialita¨tsgruppen sowie Fusionen zwischen diesen Konjugiertenklassen berechnet.
Das erste Kapitel dient dazu, Methoden zum effizienten Rechnen in diesen Gruppen zur
Verfu¨gung zu stellen. Hierbei werden die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen als Gruppen
von Fixpunkten eines Frobeniusmorphismus von zusammenha¨ngenden reduktiven linea-
ren algebraischen Gruppen u¨ber einem algebraisch abgeschlossenen Ko¨rper aufgefasst. Da
solche algebraischen Gruppen untereinander große strukturelle Gemeinsamkeiten aufwei-
sen, wird gleich das Problem des Rechnens in reduktiven algebraischen Gruppen betrach-
tet. Jede reduktive lineare algebraische Gruppe u¨ber einem algebraisch abgeschlossenen
Ko¨rper la¨sst sich durch eine Pra¨sentation beschreiben, die zum effizienten Rechnen gut
geeignet ist. Diese sogenannte Steinberg–Pra¨sentation und ein Algorithmus zum Rechnen
in den betrachteten algebraischen Gruppen werden im ersten Kapitel beschrieben.
Das zweite Kapitel beinhaltet eine Beschreibung der Definition und Konstruktion der
Steinbergschen Trialita¨tsgruppen 3D4(q). Es werden insbesondere die zum Rechnen not-
wendigen Relationen der Pra¨sentation aus dem ersten Kapitel explizit bestimmt und an-
gegeben.
Die Struktur der Trialita¨tsgruppen 3D4(q) fu¨r ungerades q unterscheidet sich von der fu¨r
gerades q. Ab dem dritten Kapitel wird bei der Betrachtung der Trialita¨tsgruppen 3D4(q)
stets vorausgesetzt, dass q eine ungerade Zahl ist. Unter dieser Voraussetzung wird mit
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den Vorbereitungen zur Bestimmung der generischen Charaktertafel zweier maximaler
parabolischer Untergruppen P und Q von 3D4(q) begonnen. Eine wesentliche Ingredienz
zur Bestimmung von Charaktertafeln ist die Kenntnis der Konjugiertenklassen.
Das dritte Kapitel beschreibt zuna¨chst noch einmal kurz die Konjugiertenklassen der
Trialita¨tsgruppen sowie einer Boreluntergruppe B. Der gro¨ßte Teil des Kapitels widmet
sich dann der Berechnung und Parametrisierung der Konjugiertenklassen von P und Q
sowie deren Fusionen in 3D4(q). Diese Fusionen werden spa¨ter insbesondere zum Ein-
schra¨nken irreduzibler Charaktere von 3D4(q) auf P beziehungsweise Q beno¨tigt. Die
hier vorgestellten und benutzten Methoden lassen sich prinzipiell auch allgemeiner zur
Berechnung von Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen in beliebigen endlichen
Gruppen vom Lie–Typ verwenden.
Der Gegenstand des vierten Kapitels ist die gewo¨hnliche Darstellungstheorie der ma-
ximalen parabolischen Untergruppen P und Q von 3D4(q), insbesondere die vollsta¨ndige
Berechnung der generischen Charaktertafel von P sowie eines großen Teils der generischen
Charaktertafel von Q. Bei der Bestimmung der Charaktertafeln von P und Q werden die
folgenden drei Methoden benutzt:
1) Levi–Zerlegung und Clifford–Theorie,
2) Einschra¨nken der irreduziblen Charaktere von 3D4(q),
3) Induzieren irreduzibler Charaktere einer Boreluntergruppe.
Im fu¨nften Kapitel wird mit der modularen Darstellungstheorie in nicht–definierender
Charakteristik der Steinbergschen Trialita¨tsgruppen und ihrer parabolischen Untergrup-
pen begonnen. Die `–modularen Zerlegungszahlen von 3D4(q) ha¨ngen von der multiplika-
tiven Ordnung von q modulo ` ab, die in dieser Arbeit mit e bezeichnet wird. Teilt ` die
Gruppenordnung |3D4(q)| nicht, so liefert die `–modulare Darstellungstheorie von 3D4(q)
”im Wesentlichen“ die gleichen Ergebnisse wie die gewo¨hnliche Darstellungstheorie. Es
wird hier daher nur der Fall betrachtet, dass ` ein Teiler von |3D4(q)| ist. Hieraus folgt
e = 12, 6, 3, 2 oder 1. Im Fall e = 3 wird ein `–Block von P bestimmt, d.h. es werden
die irreduziblen Charaktere von P angegeben, die in diesem Block liegen, und es werden
der Brauerbaum, die Zerlegungsmatrix sowie die Loewy–Struktur der unzerlegbaren Mo-
duln dieses Blocks bestimmt. Wesentliche Hilfsmittel, die hierbei benutzt werden, sind die
Clifford-Theorie fu¨r Blo¨cke, Fong–Reduktion und die Brauer–Dade–Theorie fu¨r Blo¨cke mit
zyklischem Defekt.
Das sechste Kapitel hat die `–modularen Zerlegungszahlen der Trialita¨tsgruppen in den
Fa¨llen e = 6 und e = 3 zum Gegenstand. Es werden zwei der bislang unbekannten Zerle-
gungszahlen explizit bestimmt, und fu¨r weitere werden neue, bessere Schranken bewiesen.
Die Bestimmung der einen dieser beiden Zerlegungszahlen la¨sst sich in die folgenden drei
Schritte einteilen:
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1. Schritt:
Analyse des PermutationsmodulsM der Trialita¨tsgruppen auf den Nebenklassen nach der
parabolischen Untergruppe Q. Es werden Kopf und Sockel und ein unzerlegbarer direkter
Summand von M sowie dessen Loewy–Struktur bestimmt. Hierbei zeigt sich, dass die
gesuchte Zerlegungszahl als Vielfachheit eines Kompositionsfaktors von M auftritt.
2. Schritt:
Analyse der Einschra¨nkung von M auf einen `–Block von P . Es werden die unzerlegbaren
direkten Summanden der Einschra¨nkung vonM auf einen Block von P und deren Loewy–
Struktur bestimmt. Der Beweis hierzu beruht auf einer Verallgemeinerung der Green–
Korrespondenz von Burry und Carlson.
3. Schritt:
Vergleich von M mit der Einschra¨nkung von M auf den Block von P . Hieraus ergibt sich
schließlich die gesuchte Zerlegungszahl.
Die andere Zerlegungszahl, die in dieser Arbeit berechnet werden konnte, sowie die ver-
besserten Schranken fu¨r einige weitere Zerlegungszahlen in den Fa¨llen e = 6 und e = 3
werden durch Induktion projektiver Charaktere von P und Q nach 3D4(q) bestimmt.
Viele der in dieser Arbeit vorgenommenen Berechnungen, beispielsweise der Konjugier-
tenklassen verschiedener Untergruppen der Trialita¨tsgruppen sowie die Bestimmung von
Skalarprodukten und Normen von Charakteren, wurden mit Hilfe des Computeralgebra-
pakets CHEVIE[21], das auf GAP [36] und Maple[8] basiert, durchgefu¨hrt. Hierzu wurde der
in Kapitel 1 beschriebene Algorithmus zum Rechnen in zusammenha¨ngenden reduktiven
Gruppen mit Hilfe des Programmpakets CHEVIE [21] im Computeralgebrasystem GAP [36]
implementiert. Zusa¨tzlich wurden eigene Maple–Programme, basierend auf CHEVIE, zum
Einschra¨nken, Induzieren und Inflationieren von Charakteren zwischen generischen Cha-
raktertafeln entwickelt.
Der Einsatz dieser Computerprogramme bietet zwei Vorteile: Zum einen erleichtern sie
die mu¨hsamen Berechnungen erheblich und verringern so die Wahrscheinlichkeit fu¨r das
Auftreten von Rechenfehlern. Zum anderen ermo¨glichen sie gute Tests fu¨r Charaktere,
beispielsweise die U¨berpru¨fung der Orthogonalita¨tsrelationen fu¨r Charaktertafeln.
Eine gute U¨bersicht u¨ber die in dieser Arbeit benutzte gewo¨hnliche Darstellungstheorie
endlicher Gruppen vom Lie–Typ findet man in den Bu¨chern von Digne und Michel [15]
sowie von Carter [7]. Einen guten Einblick in die modulare Darstellungstheorie endlicher
Gruppen vom Lie–Typ in nicht–definierender Charakteristik erha¨lt man durch die Habili-
tationsschrift von Hiß [24].
Die Darstellung der Rechenergebnisse der einzelnen Kapitel erfordert bisweilen lange
Tabellen, von denen einige u¨ber mehrere Seiten gehen. Der besseren U¨bersichtlichkeit
wegen sind alle Tabellen, die la¨nger als wenige Zeilen sind, in einem Anhang gesammelt.
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Kapitel 1
Rechnen in Gruppen vom Lie-Typ
Im Verlauf dieser Arbeit werden Konjugiertenklassen von Untergruppen der Steinberg-
schen Trialita¨tsgruppen sowie Fusionen zwischen diesen Konjugiertenklassen berechnet. Es
ist daher zweckma¨ßig, Methoden zum effizienten Rechnen in diesen Gruppen zur Verfu¨gung
zu haben. An vielen Stellen wird es im Folgenden nu¨tzlich sein, die Trialita¨tsgruppen als
Untergruppen von zusammenha¨ngenden reduktiven linearen algebraischen Gruppen u¨ber
einem algebraisch abgeschlossenen Ko¨rper aufzufassen. Da diese algebraischen Gruppen
untereinander große strukturelle Gemeinsamkeiten aufweisen, soll hier gleich das Problem
des Rechnens in solchen reduktiven algebraischen Gruppen betrachtet werden.
Jede lineare algebraische Gruppe u¨ber einem algebraisch abgeschlossenen Ko¨rper F la¨sst
sich in eine volle lineare Gruppe u¨ber dem Ko¨rper F einbetten. Insbesondere die klassi-
schen Gruppen (z.B. die linearen, orthogonalen oder symplektischen Gruppen) besitzen
treue Matrixdarstellungen, die sich zum Rechnen in diesen Gruppen benutzen lassen. Man
ko¨nnte daher versuchen, die Trialita¨tsgruppen als Untergruppen einer geeigneten Matrix-
gruppe u¨ber einem algebraisch abgeschlossenen Ko¨rper F zu realisieren und dann zwei
Gruppenelemente miteinander multiplizieren, indem man die zugeho¨rigen Matrizen mit-
einander multipliziert. Fu¨r die Trialita¨tsgruppen – und das gilt fu¨r alle exzeptionellen
Gruppen vom Lie–Typ – sind solche Matrixdarstellungen jedoch im Allgemeinen nicht
gut handhabbar.
Das Vorgehen in Meinolf Gecks Dissertation [19] und insbesondere die dort angegebe-
nen Relationen in den Tafeln 3.3.1 bis 3.3.3, S. 66 ff, legen einen anderen Zugang nahe.
Jede zusammenha¨ngende reduktive lineare algebraische Gruppe u¨ber einem algebraisch
abgeschlossenen Ko¨rper la¨sst sich durch eine Pra¨sentation beschreiben, die zum effizi-
enten Rechnen gut geeignet ist. Dieser Zugang hat auch den Vorteil, dass er bei den
nicht-klassischen reduktiven linearen algebraischen Gruppen angewandt werden kann.
Diese Pra¨sentation sowie ein Algorithmus zum Rechnen in solchen algebraischen Grup-
pen sollen in diesem Kapitel beschrieben werden.
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1.1 Reduktive algebraische Gruppen und Wurzeldaten
In diesem Abschnitt sollen einige Fakten aus der Theorie der reduktiven linearen algebrai-
schen Gruppen u¨ber algebraisch abgeschlossenen Ko¨rpern ohne Beweise zusammengestellt
werden. Ausfu¨hrlichere Informationsquellen hierzu sind die Bu¨cher von T.A. Springer [40]
und J.E. Humphreys [28]. Die in diesem Abschnitt gewa¨hlte Einfu¨hrung des Wurzelda-
tums folgt im Wesentlichen Section 1.9 aus Carters Buch [7]. Unterschiede zwischen der
hier gewa¨hlten Darstellung und der angegebenen Literatur ergeben sich dadurch, dass wir
in diesem Kapitel meistens Operationen von rechts und nicht von links betrachten.
Wir beginnen mit einer zusammenha¨ngenden reduktiven linearen algebraischen Grup-
pe G u¨ber einem algebraisch abgeschlossenen Ko¨rper F endlicher Charakteristik p. Wir
sagen, dass p die natu¨rliche oder definierende Charakteristik von G ist.
In G wa¨hlen wir einen maximalen Torus T. Die Gruppe X der Homomorphismen al-
gebraischer Gruppen von T nach F× heißt die Charaktergruppe von T. In gleicher Wei-
se fu¨hren wir die Kocharaktergruppe Y als Gruppe der Homomorphismen algebraischer
Gruppen von F× nach T ein. Wir schreiben die Gruppenoperationen in X und Y additiv.
Die Komposition eines γ ∈ Y und eines χ ∈ X ergibt einen Homomorphismus algebrai-
scher Gruppen von F× nach F×. Dieser hat die Form χ ◦ γ : ρ 7→ ρn fu¨r ein n ∈ Z. Die
Zuordnung (χ, γ) 7→ 〈χ, γ〉 := n liefert eine Paarung zwischen (den Z–Moduln) X und
Y , d.h. 〈·, ·〉 ist Z–bilinear und es gibt eine Z–Basis von X und eine Z–Basis von Y , die
bezu¨glich 〈·, ·〉 dual zueinander sind.
Es sei nun B eine Boreluntergruppe von G, die T entha¨lt. Dann ist B ein semidirektes
Produkt B = T n U von algebraischen Gruppen, wobei U das unipotente Radikal von
B bezeichne. In G gibt es genau eine Boreluntergruppe B , die T entha¨lt und fu¨r die
B∩B = T gilt. Fu¨r B existiert eine entsprechende Zerlegung in ein semidirektes Produkt
B = TnU , wobei hier U das unipotente Radikal von B bedeute.
Wir betrachten nun die minimalen nichttrivialen Untergruppen von U und U , die
von T normalisiert werden. Man kann zeigen, dass diese Gruppen eindimensional, zu-
sammenha¨ngend und unipotent sind. Sie sind also als algebraische Gruppen isomorph zur
additiven GruppeGa von F. Die Operation (von rechts) von T auf diesen eindimensionalen
Untergruppen liefert Homomorphismen von T in die Gruppe Aut(Ga) der algebraischen
Automorphismen von Ga. Jeder solche Automorphismus hat die Form ρ 7→ λ · ρ fu¨r ein
λ ∈ F×. Also ist Aut(Ga) isomorph zu F×. Jede der eindimensionalen minimalen Unter-
gruppen liefert also einen Homomorphismus von T nach F×. Diese Homomorphismen sind
Homomorphismen von algebraischen Gruppen und somit Elemente von X. Die Elemen-
te von X, die man auf diese Weise erha¨lt, heißen Wurzeln von G bezu¨glich T. Je zwei
verschiedene der eindimensionalen Untergruppen liefern auch verschiedene Wurzeln. Die
Menge Φ aller Wurzeln von G bezu¨glich T heißt das Wurzelsystem von G bezu¨glich T.
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Das Wurzelsystem Φ ist eine endliche Teilmenge von X −{0}, die nicht von der Wahl der
T umfassenden Boreluntergruppe abha¨ngt. Fu¨r jede Wurzel r ∈ Φ ist auch −r ∈ Φ. Die
zu einer Wurzel r geho¨rende eindimensionale Untergruppe von U bezeichnen wir mit Xr.
Die Untergruppen Xr fu¨r r ∈ Φ heißen die Wurzeluntergruppen von G.
Wir untersuchen nun die von Xr und X−r erzeugte Untergruppe 〈Xr, X−r〉 von G etwas
genauer. Es gibt einen Homomorphismus φr : SL2(F)→ 〈Xr, X−r〉 mit
φr
({(
1 λ
0 1
) ∣∣∣∣ λ ∈ F}) = Xr und φr ({( 1 0λ 1
) ∣∣∣∣ λ ∈ F}) = X−r .
Das Bild von
{(
λ−1 0
0 λ
) ∣∣∣∣ λ ∈ F×}
unter φr ist eine eindimensionale Untergruppe von T. Durch
r∨(λ) := φr
(
λ−1 0
0 λ
)
wird also eine Abbildung von F× nach T definiert. Man kann zeigen, dass r∨ ein Homo-
morphismus von algebraischen Gruppen, also ein Element der Kocharaktergruppe Y ist.
Wir nennen r∨ die zu r geho¨rige Kowurzel. Die Menge Φ∨ aller Kowurzeln ist eine endliche
Teilmenge von Y .
Wir haben nun jeder zusammenha¨ngenden reduktiven algebraischen Gruppe ein Qua-
drupel (X,Φ, Y,Φ∨) zugeordnet. Bei diesem Quadrupel handelt es sich um ein Wurzelda-
tum in folgendem Sinne:
1.1.1 Definition (Wurzeldatum)
Es seien X und Y freie abelsche Gruppen endlichen Ranges mit einer dualen Paarung
〈·, ·〉 : X×Y → Z. Es seien ferner Φ und Φ∨ endliche Teilmengen von X bzw. Y mit einer
Bijektion ∨ : Φ→ Φ∨, r 7→ r∨. Fu¨r r ∈ Φ definieren wir Endomorphismen sr und s∨r von
X bzw. Y durch:
sr(x) := x− 〈x, r∨〉r ,
s∨r (y) := y − 〈r, y〉r∨ (1.1)
(x ∈ X, y ∈ Y ). Gilt 〈r, r∨〉 = 2 und sr(Φ) = Φ und s∨r (Φ∨) = Φ∨ fu¨r alle r ∈ Φ, so heißt
(X,Φ, Y,Φ∨) ein Wurzeldatum.
Das der zusammenha¨ngenden reduktiven linearen GruppeG wie oben zugeordnete Wur-
zeldatum ha¨ngt von der Wahl des maximalen Torus T ab (nicht jedoch von der Wahl der
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T umfassenden Boreluntergruppe B). Wir wollen es daher mit
Ψ(G,T) := (X,Φ, Y,Φ∨)
bezeichnen. Die Abha¨ngigkeit von T ist jedoch keine wesentliche. Ist na¨mlich T′ ein wei-
terer maximaler Torus von G, so kann man zeigen, dass die Wurzeldaten Ψ(G,T) und
Ψ(G,T′) im Sinne der folgenden Definition isomorph sind:
1.1.2 Definition (Isomorphie von Wurzeldaten)
Zwei Wurzeldaten (X,Φ, Y,Φ∨) und (X ′,Φ′, Y ′,Φ′∨) mit dualen Paarungen 〈·, ·〉 bzw.
〈·, ·〉′ heißen isomorph, wenn es Abbildungen f : X → X ′ und g : Y → Y ′ mit folgenden
Eigenschaften gibt:
(a) f und g sind Z–Modulisomorphismen,
(b) 〈f(χ), g(γ)〉′ = 〈χ, γ〉 fu¨r alle χ ∈ X, γ ∈ Y ,
(c) f(Φ) = Φ′ und g(Φ∨) = Φ′∨,
(d) g(r∨) = f(r)∨ fu¨r alle r ∈ Φ.
Aus der Tatsache, dass in einer zusammenha¨ngenden algebraischen Gruppe alle maximalen
Tori konjugiert sind, folgt, dass das Wurzeldatum Ψ(G,T) einer zusammenha¨ngenden
reduktiven Gruppe G bis auf Isomorphie nicht von der Wahl von T abha¨ngt. Wir nennen
daher etwas unpra¨zise Ψ(G,T) ha¨ufig einfach nur das zu G geho¨rige Wurzeldatum.
Die zusammenha¨ngenden reduktiven linearen algebraischen Gruppen u¨ber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Ko¨rper F lassen sich u¨ber die Wurzeldaten klassifizieren: Zu
jedem Wurzeldatum Ψ gibt es bis auf Isomorphie von algebraischen Gruppen genau eine
zusammenha¨ngende reduktive lineare algebraische Gruppe G u¨ber dem Ko¨rper F, deren
Wurzeldatum isomorph zu Ψ ist.
Eine zusammenha¨ngende reduktive lineare algebraische Gruppe, die keinen von {1} ver-
schiedenen auflo¨sbaren zusammenha¨ngenden abgeschlossenen Normalteiler entha¨lt, heißt
halbeinfach. Ist G eine halbeinfache algebraische Gruppe mit Wurzeldatum (X,Φ, Y,Φ∨)
und gilt X = ZΦ, so heißt G halbeinfach von adjungiertem Typ. Diese Gruppen werden
insbesondere in Abschnitt 1.4 noch eine wichtige Rolle spielen.
1.2 Wurzelsysteme und Weylgruppen
Wir behalten die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt bei. Es sei also weiter T
ein maximaler Torus der zusammenha¨ngenden reduktiven Gruppe G und Ψ(G,T) =
(X,Φ, Y,Φ∨) das zugho¨rige Wurzeldatum. Wir wa¨hlen eine Boreluntergruppe B von G,
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die T entha¨lt und zerlegen B wie im vorigen Abschnitt: B = T nU. In entsprechender
Weise schreiben wir die entgegengesetzte Boreluntergruppe B als semidirektes Produkt
von algebraischen Gruppen: B = TnU .
Es sei Q der von Φ erzeugte Z-Untermodul von X. Die Menge Φ der Wurzeln ko¨nnen
wir als Teilmenge von Q⊗Z R auffassen. Man kann zeigen, dass Φ ein Wurzelsystem (im
Sinne der Definition von Bourbaki [3], Ch. VI, §1) in Q ⊗Z R ist. Diejenigen Wurzeln
r ∈ Φ, deren zugeho¨rige Wurzeluntergruppen Xr in U enthalten sind, bilden die (durch U
festgelegten) positiven Wurzeln Φ+ des Wurzelsystems Φ. Die u¨brigen Wurzeln von Φ
sind die negativen Wurzeln der angegebenen; sie geho¨ren zu Wurzeluntergruppen, die in
U enthalten sind. Die Menge der KowurzelnΦ∨ bildet in analoger Weise ein Wurzelsystem
in Q′ ⊗Z R, wobei Q′ den von Φ∨ erzeugten Z-Untermodul von Y bezeichne.
Weiter wollen wir mit N(T) den Normalisator von T in G bezeichnen und mit W die
Restklassengruppe N(T)/T. Die GruppeW ist endlich und heißt Weylgruppe von G. Die
Weylgruppe W von G ist isomorph zu den Coxetergruppen, die durch die Reflektionen
an den Wurzeln eines Fundamentalsystems von Φ ⊆ X beziehungsweise von Φ∨ erzeugt
werden. (Zu einer Wurzel r mit Kowurzel r∨ verstehen wir unter der Reflektion an r
bzw. an r∨ die in (1.1) definierten Endomorphismen sr und s∨r von X beziehungsweise Y .)
Wir beschreiben noch kurz diesen Isomorphismus: N(T) operiert auf T vermo¨ge Konju-
gation, und da T abelsch ist, ha¨ngt die Operation von n ∈ N(T) nur von der Restklasse
w := nT ∈ W = N(T)/T ab. (Wir verwenden fu¨r diese Operation von W auf T dann
auch die Schreibweise wt := nt = ntn−1 und tw := tn = n−1tn.) In kanonischer Weise sind
hierdurch auch Operationen von w ∈ W auf X und Y erkla¨rt, fu¨r χ ∈ X, γ ∈ Y, h ∈ T
und ρ ∈ F× schreiben wir:
χw(h) := χ(hw) und γw(ρ) := γ(ρ)w (1.2)
(die Schreibweise fu¨r die Operation auf X ist invers zu der auf Seite 18 in Carters Buch [7];
zur Begru¨ndung siehe Lu¨beck [34], Seite 23). Dabei gilt fu¨r alle w ∈ W, dass w(Φ) = Φ
und w(Φ∨) = Φ∨ ist. Die Abbildung, die w die Operation von w auf X zuordnet, liefert
den Isomorphismus von N(T)/T auf die Coxetergruppe zu Φ und entsprechend fu¨r Y . Es
seien r ∈ Φ+ und sr bzw. s∨r die Reflektionen an r bzw. r∨, sowie φr wie auf Seite 15.
Dann ist ein Vertreter eines Urbildes unter diesen Isomorphismen von sr bzw. s∨r in N(T)
durch φr
(
0 1
−1 0
)
gegeben.
1.3 Kommutatorrelationen
Es sei weiterhin G eine zusammenha¨ngende reduktive Gruppe mit maximalem Torus T
und Wurzeldatum Ψ(G,T) = (X,Φ, Y,Φ∨). Wir wa¨hlen wieder Boreluntergruppen B und
B von G mit T ⊆ B und B ∩ B = T. Die Boreluntergruppen B und B zerlegen wir
wieder in B = TnU und B = TnU .
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Jeder Wurzel r ∈ Φ hatten wir in Abschnitt 1.1 eine Wurzeluntergruppe Xr ⊆ U ∪
U zugeordnet. Man kann zeigen, dass G von T und den Wurzeluntergruppen Xr fu¨r
r ∈ Φ erzeugt wird. Fu¨r das Rechnen in G ist es also plausibel, Relationen zwischen den
Elementen der Wurzeluntergruppen zu suchen.
Wie bereits in Abschnitt 1.1 erwa¨hnt, ist jede Wurzeluntergruppe Xr als algebraische
Gruppe isomorph zur additiven Gruppe Ga von F. Wir ko¨nnen also zu jeder Wurzel
r ∈ Φ einen Isomorphismus von algebraischen Gruppen xr : Ga → Xr wa¨hlen. Diese
Isomorphismen ko¨nnen so gewa¨hlt werden, dass
t−1 xr(u) t = xr(r(t)u) (1.3)
fu¨r alle u ∈ F und t ∈ T gilt. Fu¨r den Kommutator [x, y] := x−1y−1xy zweier Gruppen-
elemente x und y gilt dann:
1.3.1 Satz (Kommutatorrelationen)
Es seien r, s ∈ Φ mit r 6= ±s. Auf Φ sei eine beliebige Totalordnung gegeben. Fu¨r alle
Paare natu¨rlicher Zahlen i, j mit ir + js ∈ Φ existieren eindeutig bestimmte Konstanten
cr,s;i,j ∈ F, so dass
[xs(u), xr(t)] =
∏
i,j>0
xir+js
(
cr,s;i,jt
iuj
)
(1.4)
fu¨r alle u, t ∈ F gilt. Die Faktoren des Produkts auf der rechten Seite seien hierbei aufstei-
gend bezu¨glich der auf Φ gegebenen Totalordnung angeordnet.
Beweis: Siehe Proposition 8.2.1 und Proposition 8.2.3 in Springer [40]. 
Es stellt sich nun natu¨rlich die Frage nach der expliziten Berechnung der Koeffizien-
ten cr,s;i,j , die wir manchmal auch Kommutatorformelkoeffizienten nennen wollen. Doch
bevor wir uns der Bestimmung der Koeffizienten cr,s;i,j aus der Kommutatorformel (1.4)
zuwenden, wollen wir eine ”geschicktere“ Wahl der Isomorphismen xr : Ga → Xr
betrachten, die durch das folgende Lemma nahegelegt wird.
1.3.2 Lemma
Die Homomorphismen xr : Ga → Xr ko¨nnen so gewa¨hlt werden, dass fu¨r alle r ∈ Φ
nr := xr(1)x−r(−1)xr(1) (1.5)
in N(T) enthalten ist und unter dem in Abschnitt 1.2 beschriebenen surjektiven Homo-
morphismus N(T)→W auf sr abgebildet wird und dass fu¨r alle u ∈ F× gilt:
xr(u)x−r(−u−1)xr(u) = nrr∨(u). (1.6)
Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 8.1.4 in Springer [40] (unter Beru¨cksichtigung
der Tatsache, dass T in (1.3) von rechts auf den Wurzeluntergruppen operiert). 
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Die Eigenschaften aus (1.3) und Lemma 1.3.2 sind in folgender Definition zusammenge-
fasst:
1.3.3 Definition (Realisierung von Wurzelsystemen)
Eine Familie (xr)r∈Φ von Isomorphismen algebraischer Gruppen xr : Ga → Xr, die
die Eigenschaften aus (1.3) und Lemma 1.3.2 erfu¨llen, nennen wir eine Realisierung des
Wurzelsystems Φ in G.
Wir wa¨hlen nun auf Φ eine beliebige Totalordnung. Zu jeder Realisierung (xr)r∈Φ von
Φ in G geho¨rt dann vermo¨ge Satz 1.3.1 eine Familie von Kommutatorformelkoeffizien-
ten (cr,s;i,j). Im na¨chsten Abschnitt werden wir in dem Fall, dass G eine halbeinfache
algebraische Gruppe von adjungiertem Typ ist, eine Realisierung (xr) konstruieren, deren
zugeho¨rige Koeffizienten (cr,s;i,j) relativ leicht berechnet werden ko¨nnen.
1.4 Die Koeffizienten cr,s;i,j fu¨r halbeinfache Gruppen von
adjungiertem Typ
Die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt seien auch in diesem Abschnitt weiter gu¨ltig.
Wir wollen uns nun mit der expliziten Berechnung der Koeffizienten cr,s;i,j bescha¨ftigen,
allerdings zuna¨chst nur fu¨r halbeinfache algebraische Gruppen von adjungiertem Typ.
In seinem Tohoku-Artikel [9] hat Chevalley unter anderem eine explizite Konstruktion
fu¨r halbeinfache algebraische Gruppen von adjungiertem Typ gegeben. Diese Konstruktion
liefert eine Parametrisierung der Wurzeluntergruppen, so dass die zugeho¨rigen Kommuta-
torformelkoeffizienten cr,s;i,j ganzzahlig sind und relativ leicht berechnet werden ko¨nnen.
Dies soll nun na¨her ausgefu¨hrt werden. Wir folgen hierzu in weiten Teilen den Ausfu¨hrun-
gen aus Kapitel 4 in Carters Buch [6].
Wir wollen nun die fu¨r uns wesentlichen Teile von Chevalleys Konstruktion halbeinfacher
algebraischer Gruppen von adjungiertem Typ skizzieren. Solche Gruppen werden durch
Wurzelsysteme klassifiziert (siehe Theorem 32.1 in [28]). Unser Ausgangspunkt sei also
ein beliebiges Wurzelsystem Φ in einem R-Vektorraum V . Wir setzen voraus, dass der
R–Vektorraum V von Φ aufgespannt wird. Wir wollen nun eine halbeinfache algebraische
Gruppe G mit Wurzelsystem Φ u¨ber einem algebraisch abgeschlossenen Ko¨rper F der
Charakteristik p konstruieren.
Es sei L eine halbeinfache Lie–Algebra u¨ber C mit Wurzelsystem Φ. Wir betten Φ mit
Hilfe der Killing–Form in eine Cartan–Unteralgebra H von L ein und fassen die Wurzeln
r ∈ Φ als Elemente von H auf. Fu¨r zwei Wurzeln r, s ∈ Φ setzen wir
Ars :=
2(r, s)
(r, r)
,
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wobei (·, ·) die Killing-Form auf L bedeute. Es ist dann Ars ∈ {0,±1,±2,±3} fu¨r alle
Wurzeln r, s ∈ Φ. Wir wa¨hlen in Φ ein Fundamentalsystem ∆ = {δ1, . . . , δl}. Setzt man
hr := 2r(r,r) fu¨r r ∈ Φ, so ist jedes hr eine Z–Linearkombination der hr, r ∈ ∆. Die Lie–
Algebra L besitzt dann eine C–Basis {hr|r ∈ ∆} ∪ {er|r ∈ Φ}, deren Elemente wie folgt
miteinander multipliziert werden:
[hr, hs] = 0 fu¨r alle r, s ∈ ∆ ,
[hr, es] = Ars es fu¨r alle r ∈ ∆ und s ∈ Φ ,
[er, e−r] = hr fu¨r alle r ∈ Φ ,
[er, es] = Nrs er+s fu¨r alle r, s ∈ Φ, r 6= −s .
Dabei ist Nrs = 0, falls r + s 6∈ Φ und
Nrs = εrs(m+ 1) mit εrs ∈ {1,−1} , (1.7)
falls r + s ∈ Φ. Die nicht–negative ganze Zahl m ist eindeutig festgelegt durch die Bedin-
gung, dass s−mr ∈ Φ, aber s− (m+ 1)r 6∈ Φ gilt. Man hat nun:
1.4.1 Satz (Identita¨ten fu¨r die Konstanten Nrs)
Fu¨r die wie oben definierten Konstanten Nrs gelten die folgenden Identita¨ten:
(a) Nsr = −Nrs fu¨r alle r, s ∈ Φ.
(b) Fu¨r r1, r2, r3 ∈ Φ mit r1 + r2 + r3 = 0:
Nr1,r2
(r3, r3)
=
Nr2,r3
(r1, r1)
=
Nr3,r1
(r2, r2)
(c) NrsN−r,−s = −(m+ 1)2 fu¨r r, s, r + s ∈ Φ und m wie oben.
(d) Fu¨r r1, r2, r3, r4 ∈ Φ mit r1 + r2 + r3 + r4 = 0 und ri 6= rj fu¨r alle i 6= j:
Nr1,r2Nr3,r4
(r1 + r2, r1 + r2)
+
Nr2,r3Nr1,r4
(r2 + r3, r2 + r3)
+
Nr3,r1Nr2,r4
(r3 + r1, r3 + r1)
= 0 .
Beweis: Siehe Theorem 4.1.2 in Carter [6]. 
Carter beschreibt in seinem Buch [6] eine Methode, wie die Vorzeichen εrs der Konstan-
tenNrs gewa¨hlt werden ko¨nnen. Diese Methode beruht auf dem Begriff der ”extraspeziellen
Paare“, der nun eingefu¨hrt werden soll.
Zuna¨chst definieren wir auf V eine Totalordnung wie folgt: Es sei V + die Menge aller
Vektoren v =
∑l
i=1 ciδi ∈ V , bei denen der erste von Null verschiedene Koeffizient ci
positiv ist. Wir schreiben dann v > w fu¨r v, w ∈ V , falls v − w ∈ V + ist.
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1.4.2 Definition (spezielle und extraspezielle Paare von Wurzeln)
Mit den Bezeichnungen wie oben heiße ein geordnetes Paar (r, s) von Wurzeln speziell,
wenn r + s ∈ Φ und 0 < r < s gilt. Ein spezielles Paar (r, s) heißt extraspeziell, wenn fu¨r
alle speziellen Paare (r1, s1) mit r1 + s1 = r + s folgt, dass r ≤ r1 ist.
1.4.3 Bemerkung
Die extraspeziellen Paare stehen in Bijektion zu den positiven, nicht–einfachen Wurzeln
in Φ vermo¨ge: (r, s) 7→ r + s.
Carter beschreibt auf den Seiten 58 und 59 seines Buches [6], dass man die Vorzeichen
εrs fu¨r alle extraspeziellen Paare (r, s) beliebig wa¨hlen kann und dass die Vorzeichen εrs
fu¨r die u¨brigen Paare (r, s) ∈ Φ×Φ mit r + s ∈ Φ bereits eindeutig bestimmt sind. Car-
ter fu¨hrt a.a.O. auch aus, wie man die restlichen Vorzeichen aus den Vorzeichen auf den
extraspeziellen Paaren mit den in Satz 1.4.1 angegebenen Relationen rekursiv berechnen
kann. Wir ko¨nnen also von nun an die Konstanten Nrs fu¨r r, s ∈ Φ als bekannt vorausset-
zen. Wir fahren nun weiter fort in der Beschreibung der Konstruktion der halbeinfachen
algebraischen Gruppe von adjungiertem Typ.
Es sei LZ die Teilmenge von L, die aus den Z–Linearkombinationen der hr (r ∈ ∆)
und er (r ∈ Φ) besteht. Da sa¨mtliche Strukturkonstanten von L bezu¨glich der Basis
{hr|r ∈ ∆} ∪ {er|r ∈ Φ} ganze Zahlen sind, wird LZ in natu¨rlicher Weise eine Lie-
Algebra u¨ber Z. Somit wird LF := LZ ⊗Z F in natu¨rlicher Weise eine Lie-Algebra u¨ber F,
deren Strukturkonstanten die Strukturkonstanten von L, modulo p genommen, sind. Fu¨r
r ∈ Φ und c ∈ C ist exp(c · ad(er)) ein Automorphismus von L. Daraus la¨sst sich ein
Automorphismus xr(t) von LF konstruieren. Definiert man dann G als das Erzeugnis der
Automorphismen xr(t), r ∈ Φ, t ∈ F, so ist G eine halbeinfache algebraische Gruppe
von adjungiertem Typ mit Wurzelsystem Φ. Die Wurzeluntergruppen von G sind gegeben
durch Xr = 〈xr(t)|t ∈ F〉. Die Abbildungen xr : Ga → Xr bilden eine Realisierung (xr)
von Φ in G (vgl. Theorem 7.2.2 und die Bemerkungen auf Seite 100 in Carters Buch [6]).
Die Kommutatorformelkoeffizienten bezu¨glich dieser Realisierung lassen sich nun be-
rechnen. Hierzu seien r, s ∈ Φ, r 6= ±s. Es sei −mr + s, . . . , nr + s die r-Kette durch s.
Fu¨r i = 1, . . . , n setzen wir (vergleiche Carter [6], Seite 61):
Mr,s,i :=
1
i!
Nr,sNr,r+s · · ·Nr,(i−1)r+s . (1.8)
Die oben eingefu¨hrte Totalordnung auf V induziert eine Totalordnung auf Φ. Fu¨r die
Kommutatorformelkoeffizienten von G bezu¨glich dieser Totalordnung auf Φ und der oben
beschriebenen Realisierung (xr) gilt:
cr,s;i,1 = Mrsi
cr,s;1,j = −Msrj
cr,s;3,2 = −13Mr+s,r,2
cr,s;2,3 = −23Ms+r,s,2 .
(1.9)
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Diese Formeln folgen aus dem Beweis von Theorem 5.2.2 in Carters Buch [6]. Damit haben
wir eine Methode, um die Kommutatorformelkoeffizienten fu¨r halbeinfache algebraische
Gruppen von adjungiertem Typ zu berechnen (bezu¨glich einer geeigneten Realisierung
des Wurzelsystems). Im na¨chsten Abschnitt wird es darum gehen, diese Ergebnisse auf
zusammenha¨ngende reduktive (nicht notwendigerweise halbeinfache) Gruppen zu u¨ber-
tragen.
1.5 Die Koeffizienten cr,s;i,j im allgemeinen Fall
Wir kehren wieder zu den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.3 zuru¨ck. Insbesondere sei alsoG
wieder eine zusammenha¨ngende reduktive (nicht notwendigerweise halbeinfache) Gruppe
mit maximalem Torus T und Wurzeldatum Ψ(G,T) = (X,Φ, Y,Φ∨).
Zur weiteren Untersuchung der Koeffizienten cr,s;i,j aus der Kommutatorformel (1.4)
wollen wir uns noch etwas genauer mit Realisierungen des WurzelsystemsΦ inG bescha¨fti-
gen.
Es sei I die Menge aller Quadrupel (r, s, i, j) mit r, s ∈ Φ, r 6= ±s sowie i, j ∈ N mit
ir + js ∈ Φ. Es sei weiter M definiert als die Menge aller Familien (cr,s;i,j)(r,s,i,j)∈I von
Elementen aus F. Wir nennen zwei Familien (cr,s;i,j) und (c′r,s;i,j) aus M a¨quivalent, wenn
eine Familie von Konstanten (cr)r∈Φ aus F× existiert, so dass
c′r,s;i,j = c
−i
r c
−j
s cir+jscr,s;i,j
fu¨r alle (r, s, i, j) ∈ I gilt (vergleiche Springer [40], Seite 156). Hierdurch ist auf M eine
A¨quivalenzrelation gegeben.
Auf Φ wa¨hlen wir nun eine beliebige Totalordnung und behalten diese fu¨r den Rest
dieses Abschnitts bei. Zu jeder Realisierung (xr)r∈Φ von Φ in G geho¨rt dann vermo¨ge
Satz 1.3.1 eine Familie von Kommutatorformelkoeffizienten (cr,s;i,j)(r,s,i,j)∈I . Es gilt:
1.5.1 Lemma
Es sei (xr)r∈Φ eine Realisierung von Φ in G und (cr,s;i,j) die zugeho¨rige Familie von
Koeffizienten in der Kommutatorformel (1.4). Genau dann tritt eine Familie (c′r,s;i,j) ∈M
als Familie von Koeffizienten in der Kommutatorformel (1.4) zu einer (mo¨glicherweise
anderen) Realisierung von Φ in G auf, wenn die Familien (cr,s;i,j) und (c′r,s;i,j) a¨quivalent
sind.
Beweis: Dies folgt aus Lemma 8.1.4 und Proposition 8.2.1 in Springer [40]. 
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Mit anderen Worten: Zu jeder zusammenha¨ngenden reduktiven Gruppe mit Wurzeldatum
(X,Φ, Y,Φ∨) geho¨rt bei vorgegebener Totalordnung auf Φ bis auf A¨quivalenz genau eine
Familie von Kommutatorformelkoeffizienten (cr,s;i,j).
Der folgende Satz wird es ermo¨glichen, die Berechnung der Koeffizienten (cr,s;i,j) auf die
Berechnung der Kommutatorformelkoeffizienten halbeinfacher Gruppen von adjungiertem
Typ zuru¨ckzufu¨hren. Zu seiner Formulierung wollen wir noch einmal in Erinnerung ru-
fen, dass bei einem Wurzeldatum (X,Φ, Y,Φ∨) stets Φ ein Wurzelsystem in Q ⊗Z R ist,
wobei mit Q der von Φ erzeugte Z–Untermodul von X gemeint ist (vgl. Abschnitt 1.2).
Ist G eine zusammenha¨ngende reduktive lineare algebraische Gruppe mit Wurzeldatum
Ψ(G) := (X,Φ, Y,Φ∨) und Q der von Φ erzeugte Z-Untermodul in X, so folgt aus Co-
rollary 8.1.9 und dem Beweis von Theorem 10.1.1 in Springer [40], dass dann ein Wur-
zeldatum der Form Ψ′ := (Q,Φ, Y ′,Φ′∨) existiert. Nach dem Klassifikationssatz fu¨r zu-
sammenha¨ngende reduktive Gruppen existiert dann eine zusammenha¨ngende reduktive
Gruppe H mit Wurzeldatum Ψ′. Es gilt:
1.5.2 Satz
Es seien G und H zusammenha¨ngende reduktive Gruppen mit Wurzeldaten (X,Φ, Y,Φ∨)
bzw. (Q,Φ, Y ′,Φ′∨), wobei Q der von Φ erzeugte Z–Untermodul von X sei. In G und H
seien Realisierungen von Φ gewa¨hlt, und es seien (cr,s;i,j) bzw. (c′r,s;i,j) die zugeho¨rigen
Familien von Kommutatorformelkoeffizienten. Dann sind (cr,s;i,j) und (c′r,s;i,j) a¨quivalent.
Beweis: Dies folgt aus Theorem 9.5.4 in Springer [40]. 
Satz 1.5.2 ermo¨glicht nun die schon angesprochene Reduktion der Berechnung der cr,s;i,j
auf die entsprechende Berechnung bei halbeinfachen Gruppen von adjungiertem Typ in der
folgenden Weise: Es sei G eine zusammenha¨ngende reduktive Gruppe mit Wurzeldatum
Ψ(G) := (X,Φ, Y,Φ∨). Es sei ferner Q der vonΦ erzeugte Z-Untermodul in X. Wie in den
Anmerkungen vor Satz 1.5.2 erla¨utert, existiert dann eine zusammenha¨ngende reduktive
Gruppe H mit einem Wurzeldatum der Form Ψ′ := (Q,Φ, Y ′,Φ′∨). Wegen Q = ZΦ
ist H halbeinfach von adjungiertem Typ. Aus Satz 1.5.2 und Lemma 1.5.1 folgt nun,
dass es eine Realisierung von Φ in G und eine Realisierung von Φ in H gibt, so dass die
zugeho¨rigen Familien von Kommutatorformelkoeffizienten u¨bereinstimmen. Hiermit ist die
Berechnung der Koeffizienten (cr,s;i,j) einer zusammenha¨ngenden reduktiven Gruppe auf
die entsprechende Frage bei halbeinfachen Gruppen von adjungiertem Typ reduziert.
Damit haben wir nun einen Algorithmus, mit Hilfe dessen wir die Kommutatorfor-
melkoeffizienten (bezu¨glich einer geeigneten Parametrisierung der Wurzeluntergruppen)
berechnen ko¨nnen. Dieser soll im na¨chsten Abschnitt noch einmal kurz zusammengefasst
und seine Bedeutung fu¨r das Rechnen in U besprochen werden.
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1.6 Ein Algorithmus zum Rechnen in U
Mit den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Methoden haben wir nun fast
alle Werkzeuge in der Hand, um in der unipotenten Untergruppe U rechnen zu ko¨nnen.
Wir behalten die Bezeichnungen aus den vorigen Abschnitten bei. Es sei also insbesondere
G eine zusammenha¨ngende reduktive Gruppe mit maximalem Torus T und Wurzeldatum
Ψ(G,T) = (X,Φ, Y,Φ∨). Es sei B eine Boreluntergruppe von G, die T entha¨lt und
die wir wieder in ein semidirektes Produkt B = T n U zerlegen. Wir hatten bereits in
Abschnitt 1.2 gesehen, dass diejenigen Wurzeln des Wurzelsystems Φ, deren zugeho¨rige
Wurzeluntergruppen in U enthalten sind, ein System positiver Wurzeln in Φ bilden. Wir
gehen davon aus, dass das Wurzeldatum Ψ von G durch folgende Informationen gegeben
ist:
• ein Fundamentalsystem ∆ = {δ1, . . . , δl} von Φ. Die einfachen Wurzeln δi fu¨r i =
1, . . . , l seien als Z–Linearkombinationen einer Basis {χ1, . . . , χn} von X gegeben.
• ein Fundamentalsystem ∆∨ = {δ∨1 , . . . , δ∨l } von Φ∨. Die einfachen Kowurzeln δ∨i fu¨r
i = 1, . . . , l seien als Z–Linearkombinationen einer zur Basis {χ1, . . . , χn} dualen
Basis {γ1, . . . , γn} von Y gegeben.
Aus diesen Angaben lassen sich dann die Zahlen 〈δi, δ∨j 〉 fu¨r i, j = 1, . . . , l bestimmen, mit
Hilfe derer man alle Wurzeln aus Φ und alle Kowurzeln aus Φ∨ berechnen kann (ein ent-
sprechender Algorithmus wird beispielsweise auf Seite 56 in Humphreys [26] beschrieben).
Wir versehen das Wurzelsystem Φ mit der auf Seite 20 beschriebenen Totalordnung
bezu¨glich des Fundamentalsystems ∆. Es sei Φ+ = {r1, . . . , rm} das zu ∆ geho¨rige Sy-
stem von positiven Wurzeln, und es gelte r1 < · · · < rm bezu¨glich der soeben definierten
Totalordnung. Es gilt:
1.6.1 Satz
Die Abbildung φ : Gma → U mit
φ(t1, . . . , tm) := xr1(t1)xr2(t2) · · ·xrm(tm)
ist ein Isomorphismus von Varieta¨ten.
Beweis: Siehe Proposition 8.2.1 in Springer [40]. 
Wir wollen nun die zum Rechnen in U notwendigen Schritte noch einmal kurz zusam-
menfassen. Zuna¨chst bestimmen wir in einer einmaligen Rechnung die Kommutatorkoef-
fizienten bezu¨glich einer geeigneten Parametrisierung der Wurzeluntergruppen:
1 Berechne die extraspeziellen Paare wie folgt: r durchlaufe die nicht-einfachen, positiven
Wurzeln von Φ. Bestimme nun die (bezu¨glich der gewa¨hlten Totalordnung) kleinste
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positive Wurzel s, so dass r − s ∈ Φ+ ist. Dann ist (s, r − s) das zu r geho¨rige
extraspezielle Paar im Sinne von Bemerkung 1.4.3.
2 Wa¨hle fu¨r alle extraspeziellen Paare (r, s) die Vorzeichen εrs ∈ {1,−1} der Konstanten
Nr,s beliebig. Setze dann fu¨r diese Wurzelpaare Nr,s wie in Formel (1.7).
3 Berechne die Konstanten Nr,s fu¨r die restlichen Wurzelpaare (r, s) ∈ Φ×Φ mit r 6= ±s
rekursiv mittels Satz 1.4.1.
4 Berechne dann fu¨r alle (r, s, i, j) ∈ I die Kommutatorformelkoeffizienten cr,s;i,j mit den
Formeln (1.8) und (1.9).
Nach Satz 1.6.1 la¨sst sich jedes Element x aus U eindeutig schreiben in der Form
x = xr1(t1)xr2(t2) · · ·xrm(tm) , (1.10)
und umgekehrt ist jedes Element dieser Gestalt in U. Wir wollen (1.10) auch als die
Normalform von x bezeichnen. Die Kommutatorrelationen Satz 1.3.1 ermo¨glichen es, das
Produkt zweier beliebiger Elemente
x = xr1(t1)xr2(t2) · · ·xrm(tm) und y = xr1(t′1)xr2(t′2) · · ·xrm(t′m)
aus U wieder in die Normalform (1.10) zu bringen. Als effizienteste Methode hat sich hier-
bei die ”Collection from the left“ erwiesen, wie sie auf Seite 401ff in Sims [38] beschrieben
ist.
Wir invertieren ein Element
x = xr1(t1)xr2(t2) · · ·xrm(tm) ,
indem wir sein Inverses in der Form
x−1 = xrm(−tm) · · ·xr2(−t2)xr1(−t1)
schreiben und dann eine ”Collection from the left“ durchfu¨hren.
Ha¨ufig ist es von Nutzen, ein Element x ∈ Umit Hilfe der Kommutatorrelationen Satz 1.3.1
in eine Gestalt
x = xr′1(t
′
1)xr′2(t
′
2) · · ·xr′m(t′m)
zu u¨berfu¨hren, bei der die r′1, . . . , r′m paarweise verschiedene positive Wurzeln sind, fu¨r die
aber nicht notwendigerweise r′1 < · · · < r′m gilt (es handelt sich also im Allgemeinen nicht
um die Normalform von x). In Abschnitt 1.9 wird fu¨r uns die Situation von Interesse sein,
die in der folgenden Bemerkung 1.6.2 behandelt wird. Eine Teilmenge Φ′ ⊆ Φ nennen wir
abgeschlossen, wenn gilt: Aus r, s ∈ Φ′ und r + s ∈ Φ folgt, dass auch r + s ∈ Φ′ ist.
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1.6.2 Bemerkung
Es sei Φ+ die disjunkte Vereinigung zweier abgeschlossener Teilmengen Ψ1,Ψ2 ⊆ Φ+.
Dann la¨sst sich jedes x ∈ U mit Hilfe der Kommutatorrelationen Satz 1.3.1 in endlich
vielen Schritten auf die Form
x =
∏
r∈Ψ1
xr(tr) ·
∏
r∈Ψ2
xr(tr)
bringen. Hierbei sind die beiden Produkte aufsteigend bezu¨glich der oben beschriebenen
Totalordnung auf Φ angeordnet.
Beweis: Es sei x = xs1(t1)xs2(t2) · · ·xsk(tk) ∈ U fu¨r ein k ∈ N, s1, . . . , sk ∈ Φ+ und
t1, . . . , tk ∈ F. Wir definieren M ′ := max{Ho¨he(r) | r ∈ Ψ1}. Ohne Beschra¨nkung der
Allgemeinheit du¨rfen wir annehmen, dass {s1, s2, . . . , sk} ∩ Ψ1 nichtleer ist (denn sonst
wa¨re die Normalform von x bereits eine Darstellung von x in der gesuchten Form, da auf
Grund der Abgeschlossenheit von Ψ2 bei der U¨berfu¨hrung von x in die Normalform mit
Hilfe der Kommutatorrelationen (1.4) nur zusa¨tzliche Terme der Form xr(t) mit r ∈ Ψ2
entstehen). Wir definieren weiter m′ := min{Ho¨he(r) | r ∈ {s1, . . . , sk} ∩Ψ1}. Wir fu¨hren
den Beweis durch vollsta¨ndige (Abwa¨rts–)Induktion nach m′.
Induktionsanfang m′ = M ′: Es genu¨gt, den Fall s1, . . . , sk−1 ∈ Ψ2 und sk ∈ Ψ1 zu be-
trachten (da Ψ1 und Ψ2 abgeschlossen sind). Es gilt also Ho¨he(sk) =M ′. Durch sukzessive
Anwendung der Kommutatorrelationen Satz 1.3.1 schiebt man xsk(tk) ganz nach links und
erha¨lt dann
x = xsk(tk) · xs′1(t′1)xs′2(t′2)xs′k′ (t
′
k′).
Es gilt s′1, s′2, . . . , s′k′ ∈ Ψ2 (da die s′i, die durch die Kommutatorrelationen neu hinzu-
gefu¨gt wurden, alle eine Ho¨he strikt gro¨ßer als Ho¨he(sk) = M ′ haben). Wir ko¨nnen
xs′1(t
′
1)xs′2(t
′
2)xs′
k′
(t′k′) durch ”Collection from the left“ auf Normalform bringen, die wegen
der Abgeschlossenheit von Ψ2 in
∏
r∈Ψ2 Xr enthalten ist. Damit haben wir eine Darstellung
von x der gesuchten Art konstruiert.
Induktionsschritt von m′ + 1 auf m′: Es genu¨gt auch hier, den Fall s1, . . . , sk−1 ∈ Ψ2 und
sk ∈ Ψ1 zu betrachten. Durch sukzessive Anwendung der Kommutatorrelationen Satz 1.3.1
schiebt man xsk(tk) ganz nach links und erha¨lt dann
x = xsk(tk) · xs′1(t′1)xs′2(t′2)xs′k′ (t
′
k′).
Jede der positiven Wurzeln s′1, s′2, . . . , s′k′ ist in Ψ2 oder hat eine strikt gro¨ßere Ho¨he als
Ho¨he(sk) = m′. Wir ko¨nnen also auf xs′1(t
′
1)xs′2(t
′
2)xs′
k′
(t′k′) die Induktionsvoraussetzung
anwenden und erhalten damit eine Darstellung von x der Form x = yz, wobei y ein
Produkt von xr(tr) mit r ∈ Ψ1 und z ein Produkt von xr(tr) mit r ∈ Ψ2 ist. Durch
”Collection from the left“ ko¨nnen wir x und y jeweils auf Normalform bringen, die wegen
der Abgeschlossenheit von Ψ1 und Ψ2 wieder in
∏
r∈Ψ1 Xr bzw.
∏
r∈Ψ2 Xr enthalten ist.
Damit haben wir eine Darstellung von x der gesuchten Art konstruiert. 
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Man beachte, dass der Beweis von Bemerkung 1.6.2 konstruktiv ist. In Abschnitt 1.9
werden wir auf Bemerkung 1.6.2 in den folgenden beiden Spezialfa¨llen zuru¨ckgreifen:
• Ψ1 = {r}, Ψ2 = Φ+ − {r}, wobei r ∈ Φ+ eine einfache Wurzel ist,
• Ψ1 = {r ∈ Φ+ | rw ist negative Wurzel}, Ψ2 = {r ∈ Φ+ | rw ist positive Wurzel},
wobei w ∈W ein Weylgruppenelement ist.
1.6.3 Bemerkung
Algorithmen zur Berechnung der Strukturkonstanten Nr,s und der Kommutatorformelko-
effizienten cr,s;i,j sowie zum Rechnen in der unipotenten UntergruppeU wurden von Frank
Lu¨beck, Christoph Ko¨hler und mir selbst basierend auf dem Softwarepaket CHEVIE [21]
des Computeralgebrasystems GAP [36] implementiert. Algorithmen zur effizienten Berech-
nung der Konstanten Nr,s in den Computeralgebrasystemen GAP [18] und Magma [2] wur-
den unabha¨ngig von der vorliegenden Arbeit von Willem de Graaf implementiert. Eine
GAP-Implementation eines Algorithmus’ zum Rechnen in unipotenten Untergruppen von
Chevalley–Gruppen wurde – ebenfalls unabha¨ngig von der vorliegenden Arbeit – von Ser-
gei Haller in GAP vorgenommen, siehe [23].
1.7 Eine Pra¨sentation
Es sei auch in diesem Abschnitt G eine zusammenha¨ngende reduktive Gruppe mit maxi-
malem Torus T und Wurzeldatum Ψ(G,T) = (X,Φ, Y,Φ∨). Wir wollen nun eine Pra¨sen-
tation angeben, die uns das Rechnen in G ermo¨glicht. Diese Pra¨sentation orientiert sich
an der in Section 9.4 in Springers Buch [40] beschriebenen.
Zuna¨chst wa¨hlen wir in Φ ein System Φ+ von positiven Wurzeln, und es sei ∆ ein
zugeho¨riges Fundamentalsystem von Φ. Mit Hilfe des Fundamentalsystems ∆ versehen wir
Φ mit einer Totalordnung wie auf Seite 20 beschrieben. Wir wa¨hlen eine Realisierung (xr)
von Φ in G, so dass die zugeho¨rigen Kommutatorformelkoeffizienten (cr,s;i,j) bezu¨glich
der soeben definierten Totalordnung auf Φ den Formeln (1.8) und (1.9) genu¨gen. Die
Existenz einer solchen Realisierung wurde in den Abschnitten 1.4 und 1.5 bewiesen. Wir
ko¨nnen sa¨mtliche Konstanten Nrs sowie εrs, wie sie in Abschnitt 1.4 eingefu¨hrt wurden,
fu¨r r, s ∈ Φ mit r 6= ±s, als bekannt voraussetzen.
Fu¨r Wurzeln r, s ∈ Φ mit r 6= ±s setzen wir
ηrs := (−1)m εr,−mr+s · · · εr,−r+s
εr,−mr+s · · · εr,(n−m−1)r+s
,
wobei m und n durch die r-Kette
−mr + s, . . . , nr + s
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durch s gegeben seien (vergleiche Carter [6], Seite 95). Fu¨r r, s ∈ Φ mit r = ±s sei
ηrs := −1 .
Wir ko¨nnen nun mit der Beschreibung einer Pra¨sentation von G beginnen. Wir defi-
nieren T˜ als die Gruppe Hom(X,F×) aller Homomorphismen von abelschen Gruppen von
X nach F×. Es gibt dann einen Isomorphismus pi : T˜ → T von abelschen Gruppen mit
der Eigenschaft: χ(pi(h˜)) = h˜(χ) fu¨r alle χ ∈ X und h˜ ∈ T˜. Das Inverse pi−1 : T → T˜ ist
durch (pi−1(h))(χ) = χ(h) fu¨r alle h ∈ T und χ ∈ X gegeben. Fu¨r χ ∈ X definieren wir
einen Homomorphismus χ¯ : T˜ → F× durch χ¯(h˜) := h˜(χ). Fu¨r γ ∈ Y definieren wir einen
Homomorphismus γ¯ : F× → T˜ durch γ¯(ρ)(χ) := ρ〈χ,γ〉 fu¨r ρ ∈ F× und χ ∈ X.
Als Erzeuger unserer Pra¨sentation wa¨hlen wir die Elemente h˜ ∈ T˜ sowie Symbole x˜r(u)
fu¨r r ∈ Φ und u ∈ F. Fu¨r r ∈ Φ setzen wir noch:
n˜r := x˜r(1)x˜−r(−1)x˜r(1) .
Wir verlangen die folgenden Relationen:
(a) Fu¨r alle h˜1, h˜2 ∈ T˜ gelte:
h˜1h˜2 = h˜1 · h˜2 , (1.11)
wobei mit dem Produkt auf der rechten Seite der Gleichung die Multiplikation in
Hom(X,F×) gemeint ist.
(b) Fu¨r alle r ∈ Φ und u, v ∈ F gelte:
x˜r(u) x˜r(v) = x˜r(u+ v) . (1.12)
(c) Fu¨r alle r, s ∈ Φ mit r 6= ±s und t, u ∈ F gelte:
[x˜s(u), x˜r(t)] =
∏
i,j>0
x˜ir+js
(
cr,s;i,jt
iuj
)
. (1.13)
(d) Fu¨r alle h˜ ∈ T˜, r ∈ Φ und u ∈ F gelte:
h˜−1 x˜r(u) h˜ = x˜r(r¯(h˜)u) . (1.14)
(e) Fu¨r r1, r2 ∈ Φ und u ∈ F gelte:
n˜−1r1 x˜r2(u) n˜r1 = x˜sr1 (r2)(ηr1,r2 u) . (1.15)
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(f) Fu¨r alle r ∈ Φ gelte:
n˜2r = h˜r und n˜
−1
r = n˜−r , (1.16)
wobei h˜r ∈ T˜ durch
h˜r(χ) := (−1)〈χ , r∨〉
fu¨r alle χ ∈ X definiert sei.
(g) Fu¨r alle r1, r2 ∈ ∆ mit r1 6= r2 gelte:
n˜r1 n˜r2 n˜r1 · · · = n˜r2 n˜r1 n˜r2 · · · , (1.17)
wobei die Anzahl der Faktoren auf jeder Seite gleich der Ordnung von sr1sr2 in W
sei.
(h) Fu¨r r ∈ Φ und u ∈ F× gelte:
x˜r(u) x˜−r(−u−1) x˜r(u) = n˜r r∨(u) . (1.18)
Es sei G˜ die Gruppe, die durch die Pra¨sentation mit den oben genannten Erzeugern und
den Relationen (a) bis (h) gegeben ist. Dann gilt:
1.7.1 Satz
Der Isomorphismus pi : T˜→ T setzt zu einem Isomorphismus abstrakter Gruppen
pi : G˜→ G
mit der Eigenschaft pi(x˜r(u)) = xr(u) fu¨r alle r ∈ Φ und u ∈ F fort.
Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem 9.4.3 in Springer [40]. 
Wir wollen noch eine Folgerung aus den Relationen ziehen: Wie man durch Nachrechnen
unter Benutzung der Relationen (1.14) und (1.18) besta¨tigt, ist fu¨r alle h˜ ∈ T˜ stets n˜−1r h˜ n˜r
in T˜ enthalten, und es gilt
n˜−1r h˜ n˜r(χ) = h˜(χ
sr ) (1.19)
fu¨r alle χ ∈ X.
1.8 Die Bruhat–Zerlegung
In diesem Abschnitt wollen wir eine Normalform, die Bruhat–Zerlegung, fu¨r die Elemente
einer zusammenha¨ngenden reduktiven Gruppe beschreiben. Es sei wieder G eine zusam-
menha¨ngende reduktive lineare algebraische Gruppe u¨ber dem algebraisch abgeschlossenen
30 Rechnen in Gruppen vom Lie-Typ
Ko¨rper F mit maximalem Torus T und Wurzeldatum Ψ := Ψ(G,T) = (X,Φ, Y,Φ∨). Wir
wa¨hlen fu¨r G eine Pra¨sentation wie im vorigen Abschnitt beschrieben. Wir u¨bernehmen
die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt, allerdings identifizieren wir auf Grund der
Existenz des Isomorphismus’ pi aus Satz 1.7.1 im Folgenden T˜ mit T, x˜r(u) mit xr(u), n˜r
mit nr etc. Bevor wir die Bruhat–Zerlegung beschreiben ko¨nnen, wollen wir noch einige
Begriffe einfu¨hren:
Es sei w ein Element aus der Weylgruppe W von G. Sind p1, . . . , pk die positiven
Wurzeln aus Φ, die von w auf negative Wurzeln abgebildet werden, so schreiben wir:
Uw := Xp1 · · ·Xpk . (1.20)
Mittels Satz 1.3.1 kann man zeigen, dass Uw nicht von der Wahl der Reihenfolge der pi
abha¨ngt (siehe Carter [6], S. 114). Wir schreiben w als reduziertes Produkt w = sr1 · · · srk
von Fundamentalspiegelungen sr1 , . . . , srk mit r1, . . . , rk ∈ ∆. Wir setzen nun
.
w := nr1 · · ·nrk . (1.21)
Aus den Relationen (g) und dem Satz von Matsumoto (siehe beispielsweise Propositi-
on 8.3.3 in [40]) folgt dann, dass die Definition von
.
w unabha¨ngig von der Wahl des redu-
zierten Ausdrucks w = sr1 · · · srk ist. Wir nennen
.
w den Standardvertreter von w. Wir nen-
nen die Anzahl k der Fundamentalspiegelungen in dem reduzierten Produkt w = sr1 · · · srk
die La¨nge l(w) von w. Nun ko¨nnen wir die schon oben erwa¨hnte Normalform fu¨r Elemente
in G beschreiben:
1.8.1 Satz (Bruhat-Zerlegung)
Jedes Element x aus G la¨sst sich in eindeutiger Weise schreiben als
x = u′ .whu (1.22)
mit u ∈ U, h ∈ T, w ∈W und u′ ∈ Uw.
Beweis: Siehe Theorem 2.5.14 in Carter [7] 
Ein auf der Bruhat–Zerlegung basierender Algorithmus zum Rechnen in der Gruppe G
soll im na¨chsten Abschnitt detaillierter beschrieben werden.
1.9 Ein Algorithmus zum Rechnen in reduktiven Gruppen
In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus zum Rechnen in zusammenha¨ngenden redukti-
ven linearen algebraischen Gruppen u¨ber algebraisch abgeschlossenen Ko¨rpern vorgestellt.
Im weiteren Verlauf werden nur Berechnungen in halbeinfachen algebraischen Gruppen von
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adjungiertem Typ beno¨tigt. Dennoch erscheint es sinnvoll, gleich das Rechnen in nicht-
halbeinfachen reduktiven Gruppen mitzubehandeln, da die Pra¨sentation aus Abschnitt 1.7
dies ohne gro¨ßeren Mehraufwand hergibt.
Wir behalten die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschnitt bei. Es sei also weiterhin
G eine zusammenha¨ngende reduktive lineare algebraische Gruppe u¨ber dem algebraisch
abgeschlossenen Ko¨rper F mit maximalem Torus T und Wurzeldatum Ψ := Ψ(G,T) =
(X,Φ, Y,Φ∨). Wir identifizieren wieder T˜ mit T, x˜r(u) mit xr(u), n˜r mit nr etc. Satz 1.8.1
bietet nicht nur eine Mo¨glichkeit, Elemente von G zu vergleichen, sondern er legt auch
Datenstrukturen zur Speicherung von Elementen aus G nahe. Diese wollen wir nun ein-
gehender beschreiben:
Wir gehen dabei wieder davon aus, dass das Wurzeldatum Ψ von G durch folgende
Angaben gegeben ist:
• ein Fundamentalsystem ∆ = {δ1, . . . , δl} von Φ. Die einfachen Wurzeln δi fu¨r i =
1, . . . , l seien als Z–Linearkombinationen einer Basis {χ1, . . . , χn} von X gegeben.
• ein Fundamentalsystem ∆∨ = {δ∨1 , . . . , δ∨l } von Φ∨. Die einfachen Kowurzeln δ∨i fu¨r
i = 1, . . . , l seien als Z–Linearkombinationen einer zur Basis {χ1, . . . , χn} dualen
Basis {γ1, . . . , γn} von Y gegeben.
Aus diesen Angaben lassen sich dann die Zahlen 〈δi, δ∨j 〉 fu¨r i, j = 1, . . . , l bestimmen,
mit Hilfe derer man alle Wurzeln aus Φ und alle Kowurzeln aus Φ∨ berechnen kann (ver-
gleiche Abschnitt 1.6). Wir versehen Φ mit der auf Seite 20 beschriebenen Totalordnung
bezu¨glich ∆. Die Datenstrukturen zur Speicherung von Elementen aus G und diverser
Teilmengen von G wa¨hlen wir wie folgt:
1.9.1 Bemerkung (Datenstrukturen)
Zur Speicherung von Elementen aus G verwenden wir die folgenden Datenstrukturen:
(a) Ein Element x ∈ G mit Bruhatzerlegung x = u′ .whu speichern wir als ein Quadru-
pel (u′, w, h, u) mit u ∈ U, h ∈ T, w ∈W und u ∈ Uw.
(b) Die Weylgruppenelemente w speichern wir als Permutationen der Wurzeln in Φ.
(c) Zur Speicherung der Elemente in U und Uw(w ∈ W ) benutzen wir, dass Uw eine
Teilmenge vonU ist und dass sich jedes Element u ∈ U nach Satz 1.6.1 in eindeutiger
Weise in der Form
u = xr1(t1)xr2(t2) · · ·xrm(tm)
mit r1, . . . , rm ∈ Φ+, r1 < · · · < rm (bezu¨glich der auf Φ gewa¨hlten Totalordnung)
und t1, . . . , tm ∈ F× schreiben la¨sst. Wir speichern dann u als das Paar von Listen
([r1, . . . , rm] , [t1, . . . , tm]) .
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(d) Zur Speicherung der Toruselemente h wa¨hlen wir zuna¨chst eine andere Parametri-
sierung des maximalen Torus T. Wir benutzen hierzu den Isomorphismus θ von
abelschen Gruppen (vgl. Proposition 3.1.1 in Carter [7]):
θ :
Y ⊗ F× → Hom(X,F×)
γ ⊗ λ 7→ (χ 7→ λ〈χ,γ〉) . (1.23)
Unter Beachtung des natu¨rlichen Isomorphismus von abelschen Gruppen zwischen
Hom(X,F×) und T wie wir ihn im Abschnitt 1.7 beschrieben haben, erhalten wir
hiermit eine Parametrisierung von T. Da jedes Element aus Y ⊗ F× eine eindeutige
Darstellung der Form
∑n
i=1 γi⊗λi mit λi ∈ F× besitzt, ko¨nnen wir also die Elemente
aus T durch n-Tupel
(λ1, . . . , λn) (1.24)
mit λi ∈ F×, i = 1, . . . , n parametrisieren.
Zum Rechnen in G mu¨ssen wir wissen, wie man zwei Elemente x, y ∈ G multipliziert,
d.h. wir mu¨ssen einen Algorithmus beschreiben, der aus den Bruhat-Zerlegungen von x und
y die Bruhat-Zerlegung von xy liefert. Hierzu betrachten wir zuna¨chst einige Spezialfa¨lle:
1.9.2 Bemerkung
(a) Die Multiplikation und Invertierung von Elementen aus U haben wir bereits in
Abschnitt 1.6 ero¨rtert.
(b) Die Multiplikation zweier durch n–Tupel parametrisierten Toruselemente (vgl. Be-
merkung 1.9.1, Teil (d)) geschieht komponentenweise. Auch das Invertieren eines
durch ein n–Tupel parametrisierten Toruselementes erfolgt durch komponentenwei-
ses Invertieren.
(c) Fu¨r w ∈ W und r ∈ ∆ la¨sst sich die Multiplikation von .w und nr wie folgt
durchfu¨hren:
.
wnr =
{
(wsr )˙ , falls rw−1 > 0
(wsr )˙ hr , falls rw−1 < 0 .
(1.25)
Schreibt man r∨ als Z–Linearkombination des Fundamentalsystems {δ∨1 , . . . , δ∨l } in
der Form
r∨ =
n∑
i=1
r∨i δ
∨
i ,
so ist hr durch das n–Tupel ((−1)r∨1 , . . . , (−1)r∨n ) gegeben. Fu¨r w ∈ W la¨sst sich
das Inverse (
.
w)−1 wie folgt berechnen: Es seien p1, . . . , pk die positiven Wurzeln, die
unter w auf negative abgebildet werden. Dann ist
(
.
w)−1 = (w−1)˙
k∏
i=1
hpi . (1.26)
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Beweis: Zum Beweis von (a) siehe Abschnitt 1.6. Die Behauptung in (b) ergibt sich
aus der Definition des Isomorphismus θ, wie sie in (1.23) gegeben ist, und den Rela-
tionen (1.11). Zum Beweis von Teil (c) beachte man, dass rw−1 > 0 genau dann gilt,
wenn l(wsr) = l(w) + 1 gilt (vergleiche Lemma 2.2.1 in [6]). Die Behauptung u¨ber die
Multiplikation von
.
w und nr in (c) folgt dann aus der “Exchange Condition” fu¨r Coxe-
ter Gruppen (siehe Abschnitt 1.7 in [27]) und der Relation (1.16). Das n–Tupel fu¨r hr
erha¨lt man aus der Definition von hr in (1.16) und der Definition des Isomorphismus θ
in Bemerkung 1.9.1, (d). Die Aussage u¨ber die Invertierung von
.
w la¨sst sich folgender-
maßen einsehen: Wir schreiben w als reduziertes Produkt von Fundamentalspiegelungen
w = sr1 · · · srk . Gema¨ß der Relation (1.16) gilt dann:
(
.
w)−1 = (nr1 · · ·nrk)−1 = nrkhrk · · ·nr2hr2 · nr1hr1 . (1.27)
Wir setzen nun wi := sri−1 · · · sr2sr1 fu¨r i = 1, 2, . . . , k. Durch sukzessive Anwendung
von (1.19) erha¨lt man dann aus (1.27):
(
.
w)−1 = nrk · · ·nr2nr1 ·
k∏
i=1
hriwi .
Nach Proposition 2.5.16 in Carter [7] sind die Wurzeln riwi, i = 1, . . . , k genau die positiven
Wurzeln, die von w auf negative abgebildet werden (man beachte, dass in Carter [7] die
Weylgruppe von links auf den Wurzeln operiert, wa¨hrend sie bei uns von rechts operiert).
Wegen nrk · · ·nr2nr1 = (w−1)˙ folgt die Behauptung. 
Zum Rechnen in G werden wir Kenntnisse u¨ber Operationen gewisser Untergruppen
beno¨tigen. Diese Operationen sollen in der folgenden Bemerkung kurz zusammengestellt
werden:
1.9.3 Bemerkung
(a) Die Operation eines Toruselementes h, das durch ein n–Tupel (λ1, . . . , λn) ∈ (F×)n
gegeben ist, auf unipotenten Elementen la¨sst sich wie folgt beschreiben: Fu¨r ein
unipotentes Element xr(u) mit r ∈ Φ und u ∈ F gilt:
xr(u)h = xr
(
u
n∏
i=1
λrii
)
, (1.28)
hxr(u) = xr
(
u
n∏
i=1
λ−rii
)
, (1.29)
wobei ri ∈ Z, i = 1, . . . , n durch r =
∑n
i=1 riδi definiert sind.
(b) Die Operation eines Elementes nr mit r ∈ ∆ auf dem maximalen Torus T ist
folgendermaßen gegeben: Wir hatten bereits in Abschnitt 1.2 gesehen, dass W
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vermo¨ge (1.2) auf Y von rechts operiert. Es sei (sij) ∈ Zn×n die Matrix dieser Ope-
ration von s∨r auf Y bezu¨glich des Fundamentalsystems ∆∨. Fu¨r ein Toruselement
h, das durch ein n–Tupel (λ1, . . . , λn) ∈ (F×)n gegeben ist, gilt dann:
hnr = nrh = h′
wobei h′ durch das n–Tupel (µ1, . . . , µn) mit
µi =
n∏
k=1
λskik (1.30)
fu¨r i = 1, . . . , n gegeben ist. Ein Algorithmus zur Berechnung der Matrix (sij) ist in
der Dokumentation der Funktion MatYPerm in CHEVIE beschrieben.
(c) Die Operation eines Elementes nr1 auf einem unipotenten Element xr2(u) mit r1, r2 ∈
Φ und u ∈ F ist wie folgt gegeben:
xr2(u)
nr1 = xsr1 (r2)(ηr1,r2u) , (1.31)
nr1xr2(u) = xsr1 (r2)(ηr1,r2(−1)
〈r2,r1∨〉u) . (1.32)
Hierbei ist 〈r2, r1∨〉 =
∑n
i=1(r2)i(r1
∨)i mit r1∨ =
∑n
i=1(r1
∨)iδi∨ , r2 =
∑n
i=1(r2)iδi.
Beweis: Teil (a) folgt aus der Definition des Isomorphismus θ (siehe (1.23)) und den Rela-
tionen (1.11) sowie (1.14). Die Aussage in (b) folgt durch Nachrechnen aus der Definition
des Isomorphismus θ und der Formel (1.19), wenn man beachtet, dass 〈χsr , γ〉 = 〈χ, γs∨r 〉
fu¨r alle χ ∈ X und γ ∈ Y gilt. Die Aussagen in (c) folgen aus (1.15) und (1.29), wenn man
n−1r1 = nr1hr1 beachtet. 
Nun ko¨nnen wir (endlich!) den Algorithmus angeben, den wir benutzen, um aus den
Bruhat–Zerlegungen zweier Elemente x, y ∈ G die Bruhat–Zerlegung von xy zu berechnen.
Es sei x = u′ .whu die Bruhat-Zerlegung von x. Es genu¨gt, fu¨r y die folgenden drei Fa¨lle
zu betrachten:
1.) y = h′ ∈ T ,
2.) y = xr(t) mit r ∈ Φ+ und t ∈ F ,
3.) y = nr mit r ∈ ∆.
Zu 1.):
Man erha¨lt in diesem Fall:
xy = (u′ .whu) · h′ = u′ .w (hh′) (uh′) .
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Dieser Ausdruck la¨sst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen und liefert
so die gesuchte Bruhat–Zerlegung von xy. In diesem Fall ist insbesondere kein ”Collecting“
erforderlich.
Zu 2.):
Man erha¨lt in diesem Fall:
xy = (u′ .whu) · xr(t) = u′ .wh (uxr(t)) .
Nach Anwendung des ”Collecting Process“ auf den Ausdruck uxr(t) erha¨lt man die ge-
suchte Normalform fu¨r xy.
Zu 3.):
Zuna¨chst benutzen wir den ”Collecting Process“ aus dem Beweis von Bemerkung 1.6.2,
um u in der Form
u = xr(t)u′′
mit u′′ = xr1(t1) · · ·xrm(tm) und r1, . . . , rm ∈ Φ+ \ {r}, t, t1, . . . , tm ∈ F zu schreiben. Wir
unterscheiden nun drei Fa¨lle:
A t = 0 ,
B t 6= 0, rw−1 > 0 ,
C t 6= 0, rw−1 < 0 .
Zu A : Man hat dann
xy = (u′ .whu) · nr = (u′ .whu′′) · nr = u′
( .
wnr
)
(hnr)
(
(u′′)nr
)
.
Dieser Ausdruck la¨sst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen. Man erha¨lt
dann eine explizite Darstellung von xy in der Form
xy = u′′′(w′)˙h′′′v′′′ .
mit u′′′ = u′, w′ = wsr, v′′′ = (u′′)nr und h′′′ ∈ T. Allerdings haben wir damit im
Allgemeinen noch nicht die Bruhat-Zerlegung von xy gefunden, da im Allgemeinen u′′′
nicht in Uw′ enthalten ist. Es seien hierzu p1, . . . , pk die positiven Wurzeln, die unter w′
auf negative Wurzeln abgebildet werden und p′1, . . . , p′k′ die u¨brigen positiven Wurzeln.
Man benutzt nun den ”Collecting Process“ aus dem Beweis von Bemerkung 1.6.2, um u
′′′
in der Form u′′′ = u′′′1 · u′′′2 mit u′′′1 ∈ Xp1 · · ·Xpk und u′′′2 ∈ Xp′1 · · ·Xp′k′ zu schreiben. Man
erha¨lt dann
xy = u′′′1 (w
′)˙ h′′′
(
(u′′′2 )
(w′ )˙h′′′v′′′
)
. (1.33)
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Auf Grund der Relationen (1.14) und (1.15) ist (u′′′2 )(w
′ )˙h′′′ ∈ U. Der Ausdruck auf der
rechten Seite von (1.33) la¨sst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen und
liefert die Bruhat–Zerlegung von xy.
Zu B : Man erha¨lt in diesem Fall:
xy = (u′ .whu) · nr = (u′ .whxr(t)u′′) · nr =
(
u′(
.
whxr(t))
) ( .
wnr
)
(hnr)
(
(u′′)nr
)
.
Dieser Ausdruck la¨sst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen. Wie un-
ter A erha¨lt man daraus dann die Bruhat–Zerlegung von xy.
Zu C : In diesem Fall erha¨lt man unter Ausnutzung von Relation (1.18):
xy = (u′ .whu) · nr =
(
u′
( .
whx−r(t−1)
))
.
w
(
hr∨(−t−1)) (xr(−t)r∨(−t−1)(u′′)nr) .
Dieser Ausdruck la¨sst sich mittels der Bemerkungen 1.9.2 und 1.9.3 berechnen, wenn man
noch beachtet, dass r∨(t) durch das n–Tupel (tr∨1 , . . . , tr∨n ) mit r∨ =
∑n
i=1 r
∨
i δ
∨
i gegeben
ist. Wie unter A erha¨lt man daraus dann die Bruhat–Zerlegung von xy.
Damit haben wir nun einen Algorithmus, der aus den Bruhat-Zerlegungen zweier Ele-
mente x, y ∈ G die Bruhat-Zerlegung von xy berechnet.
Mit Hilfe dieses Algorithmus’ la¨sst sich nun auch die Bruhat-Zerlegung eines beliebigen
Elements x ∈ G berechnen, das als Produkt der Erzeuger t ∈ T und xr(u), r ∈ Φ, u ∈ F
gegeben ist. Aus den oben beschriebenen Schritten 1.), 2.) und 3.) ist klar, dass es genu¨gt,
den Fall x = xr(u) mit r ∈ Φ, r < 0, u ∈ F zu betrachten. Es gibt dann ein δ ∈ ∆ und w ∈
W mit r = δw. Wir schreiben w als reduziertes Produkt von Fundamentalspiegelungen
w = sr1 · · · srk . Wir setzen ferner
w1 := sr1 , w2 := sr1sr2 , . . . , wk := sr1 · · · srk = w
und
η := ηδ,δw1ηδw1,δw2 · · · ηδwk−1,δwk .
Dann folgt aus den Relationen (1.15):
xr(u) = (
.
w)−1 xδ(ηu)
.
w .
Dieser Ausdruck la¨sst sich mittels (1.26) und den Schritten 1.), 2.) und 3.) des oben
beschriebenen Algorithmus’ berechnen.
Wir invertieren ein Element x ∈ G mit Bruhat–Zerlegung x = u′ .whu, indem wir u′,
.
w, h und u mittels Bemerkung 1.9.2 einzeln invertieren und anschließend die Inversen
in umgekehrter Reihenfolge mit den Schritten 1.), 2.) und 3.) des oben beschriebenen
Algorithmus’ aufmultiplizieren.
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1.9.4 Bemerkung
(a) Legt man in dem obigen Algorithmus statt des algebraisch abgeschlossenen Ko¨rpers F
einen endlichen Ko¨rper Fq zu Grunde, so beschreibt der Algorithmus das Rechnen
in der entsprechenden Chevalley–Gruppe u¨ber Fq.
(b) Den oben beschriebenen Algorithmus zum Rechnen in zusammenha¨ngenden reduk-
tiven Gruppen habe ich mit Hilfe des Programmpakets CHEVIE [21] im Compu-
teralgebrasystem GAP [36] implementiert. Unabha¨ngig von der vorliegenden Arbeit
wurde ein a¨hnlicher, aber auf einer etwas anderen Pra¨sentation basierender Algo-
rithmus von A. M. Cohen, S. Murray und D. E. Taylor in Magma [2] implementiert
(siehe [11]).
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Kapitel 2
Die Steinbergschen
Trialita¨tsgruppen
Die endlichen einfachen Gruppen vom Lie-Typ bilden eine besonders wichtige Klasse in der
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen. Da alle endlichen Gruppen vom Lie-Typ
als Untergruppen von zusammenha¨ngenden reduktiven linearen algebraischen Gruppen
u¨ber algebraisch abgeschlossenen Ko¨rpern aufgefasst werden ko¨nnen, ko¨nnen die im vori-
gen Kapitel beschriebenen Algorithmen zum Rechnen in diesen Gruppen benutzt werden.
In diesem Kapitel wollen wir zeigen, wie sich die Algorithmen konkret anwenden lassen, um
Berechnungen in einer bestimmten Klasse von endlichen einfachen Gruppen vom Lie-Typ,
den Steinbergschen Trialita¨tsgruppen 3D4(q), durchfu¨hren zu ko¨nnen.
Da wir in den folgenden Kapiteln auf einige Ergebnisse aus Geck [19] zuru¨ckgreifen wer-
den, beschreiben wir zuna¨chst noch einmal kurz die Konstruktion einer Chevalley-Gruppe
G = D4(F) u¨ber einem Ko¨rper F mit Hilfe einer einfachen Lie-Algebra vom Typ D4.
Wir wa¨hlen dann fu¨r F den algebraischen Abschluss des Ko¨rpers Fq mit q Elementen, so
dass G eine einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ ist, definiert u¨ber Fq.
Anschließend konstruieren wir die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen 3D4(q) als Fixpunkt-
mengen GF eines Frobeniusmorphismus F : G → G, so dass wir fu¨r diese Gruppen die
Theorie der endlichen Gruppen vom Lie-Typ zur Verfu¨gung haben.
Am Ende des Kapitels beschreiben wir speziell fu¨r G = D4(F) die Pra¨sentation aus Ab-
schnitt 1.7. Wir bestimmen insbesondere die Kommutatorrelationen fu¨r die Trialita¨tsgrup-
pen sowie die Operation eines maximal zerfallenden Torus auf den Wurzeluntergruppen.
Dadurch erhalten wir die Mo¨glichkeit, effiziente Rechnungen inG und der UntergruppeGF
durchzufu¨hren. Hiervon werden wir insbesondere im na¨chsten Kapitel bei der Bestimmung
von Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen vielfach Gebrauch machen.
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2.1 Das Wurzelsystem vom Typ D4
Der Vollsta¨ndigkeit halber geben wir in diesem Abschnitt eine kurze Beschreibung des
Wurzelsystems vom TypD4, das wir zur Definition der Trialita¨tsgruppen beno¨tigen. Dieser
Abschnitt – insbesondere die hier gewa¨hlte Notation – folgt in weiten Teilen Abschnitt 3.1
aus Geck [19].
Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis e1, e2, e3, e4. Die Menge
Φ := {ε1ei + ε2ej | i, j = 1, . . . , 4, i 6= j, ε1, ε2 ∈ {1,−1}}
bildet dann ein Wurzelsystem vom Typ D4. Die Menge ∆ := {r1, r2, r3, r4} mit
r1 := e1 − e2, r2 := e2 − e3, r3 := e3 − e4, r4 := e3 + e4
ist ein Fundamentalsystem von Φ. Es gilt e1 = r1+ r2+(r3+ r4)/2, e2 = r2+(r3+ r4)/2,
e3 = (r3+r4)/2, e4 = (r4−r3)/2. Daraus kann man alle Wurzeln als Linearkombinationen
der einfachen Wurzeln ri berechnen. Fu¨r alle Wurzeln r ∈ Φ gilt nach Konstruktion
(r, r) = 2. Analog zu Abschnitt 1.4 definieren wir
Ars :=
2(r, s)
(r, r)
= (r, s) ,
fu¨r Wurzeln r, s ∈ Φ. Die Eintra¨ge der Cartan–Matrix C = (cij)i,j=1,...,4 sind dann durch
cij := 2(ri, rj)/(ri, ri) = (ri, rj) fu¨r i, j = 1, . . . , 4 gegeben. Man erha¨lt:
C =

2 −1 0 0
−1 2 −1 −1
0 −1 2 0
0 −1 0 2
 .
Das zugeho¨rige Dynkin–Diagramm hat folgende Gestalt:
u
u
u
ur1 r2
r3
r4



T
T
TT
Es sei nun L eine einfache Lie–Algebra u¨ber C mit Wurzelsystem Φ. Wir betten Φ mit
Hilfe der Killing–Form in eine Cartan–Unteralgebra H von L ein und fassen die Wurzeln
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r ∈ Φ als Elemente von H auf. Dann besitzt L eine Basis {hr|r ∈ ∆} ∪ {er|r ∈ Φ}, deren
Elemente wie folgt miteinander multipliziert werden:
[hr, hs] = 0 fu¨r alle r, s ∈ ∆ ,
[hr, es] = Ars es fu¨r alle r ∈ ∆ und s ∈ Φ ,
[er, e−r] = hr fu¨r alle r ∈ Φ ,
[er, es] = Nrs er+s fu¨r alle r, s ∈ Φ, r 6= −s .
Dabei ist Nrs = 0, falls r + s 6∈ Φ und
Nrs = εrs(m+ 1) mit εrs ∈ {1,−1} ,
falls r + s ∈ Φ. Die nicht–negative ganze Zahl m ist eindeutig festgelegt durch die Bedin-
gung, dass s−mr ∈ Φ, aber s− (m+ 1)r 6∈ Φ gilt.
Wie schon in Abschnitt 1.4 definieren wir auf V eine Totalordnung wie folgt: Sei V +
die Menge aller Vektoren v =
∑l
i=1 ciri ∈ V , bei denen der erste von Null verschiedene
Koeffizient ci positiv ist. Wir schreiben dann v > w fu¨r v, w,∈ V , falls v − w ∈ V + ist.
Bezu¨glich dieser Totalordnung ko¨nnen wir spezielle und extraspezielle Paare von Wur-
zeln wie in Abschnitt 1.4 definieren (vgl. Definition 1.4.2). Die Vorzeichen εrs ko¨nnen wir
fu¨r alle extraspeziellen Paare (r, s) beliebig wa¨hlen, womit dann die Vorzeichen εrs fu¨r die
u¨brigen Paare (r, s) ∈ Φ×Φ mit r + s ∈ Φ via Satz 1.4.1 eindeutig bestimmt sind.
Die extraspeziellen Paare in Φ sind: (r2, r1), (r3, r2), (r4, r2), (r3, r1 + r2), (r4, r1 + r2),
(r4, r2+ r3), (r4, r1+ r2+ r3), (r2, r1+ r2+ r3+ r4). Da fu¨r jedes extraspezielle Paar (r, s)
die Zahl m gleich 0 ist, ko¨nnen wir die Strukturkonstanten Nrs fu¨r die extraspeziellen
Paare wie folgt wa¨hlen:
extraspezielles Paar Nrs
(r2, r1) 1
(r3, r2) −1
(r4, r2) −1
(r3, r1 + r2) 1
(r4, r1 + r2) 1
(r4, r2 + r3) 1
(r4, r1 + r2 + r3) 1
(r2, r1 + r2 + r3 + r4) 1
Tabelle 2.1: Strukturkonstanten fu¨r die extraspeziellen Paare
Die obige Wahl der Vorzeichen stimmt u¨berein mit der Wahl in Geck [19]. Eine Be-
gru¨ndung dafu¨r, dass wir zwei negative Vorzeichen gewa¨hlt haben, folgt bei der Konstruk-
tion des Frobeniusmorphismus F im na¨chsten Abschnitt.
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Mit Hilfe von Satz 1.4.1 und Tabelle 2.1 lassen sich sa¨mtliche Strukturkonstanten Nrs
fu¨r r, s ∈ Φ berechnen. Der Vollsta¨ndigkeit und besseren Nachpru¨fbarkeit halber sind im
Anhang in Tabelle A.1 die Strukturkonstanten fu¨r alle Wurzelpaare aufgelistet.
2.2 Die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen
In diesem Abschnitt wollen wir noch einmal kurz die Konstruktion der Steinbergschen Tria-
lita¨tsgruppen 3D4(q) beschreiben. Wir orientieren uns hierbei an den Abschnitten 3.2 und
3.4 in Geck [19], wobei wir allerdings ausfu¨hrlicher auf die Konstruktion des Frobenius–
Morphismus F eingehen. Anschließend wird gezeigt, wie sich die in Kapitel 1 vorgestellten
Methoden zum Rechnen in den Trialita¨tsgruppen benutzen lassen. Leichte Unterschiede
zu Geck [19] ergeben sich dadurch, dass wir Operationen von rechts und nicht von links
betrachten.
Es sei q = pn eine Potenz einer Primzahl p und Fq der Ko¨rper mit q Elementen.
Wir wa¨hlen einen algebraischen Abschluss F des Ko¨rpers Fq. Mit Fq3 bezeichnen wir den
eindeutig bestimmten Teilko¨rper von F, der aus genau q3 Elementen besteht. Mit L be-
zeichnen wir weiterhin die im vorigen Abschnitt eingefu¨hrte einfache Lie–Algebra u¨ber C
vom Typ D4 mit Basis {hr|r ∈ ∆} ∪ {er|r ∈ Φ}. Es sei LZ die Teilmenge von L, die aus
den Z–Linearkombinationen der hr (r ∈ ∆) und er (r ∈ Φ) besteht. Da sa¨mtliche Struk-
turkonstanten von L bezu¨glich der Basis {hr|r ∈ ∆}∪ {er|r ∈ Φ} ganze Zahlen sind, wird
LZ in natu¨rlicher Weise eine Lie-Algebra u¨ber Z. Somit wird LF := LZ⊗Z F in natu¨rlicher
Weise eine Lie-Algebra u¨ber F, deren Strukturkonstanten die Strukturkonstanten von L,
modulo p genommen, sind. Fu¨r r ∈ Φ und c ∈ C ist exp(c · ad(er)) ein Automorphismus
von L. Daraus la¨sst sich ein Automorphismus xr(t) von LF konstruieren. Definiert man
dann G := D4(F) als das Erzeugnis der Automorphismen xr(t), r ∈ Φ, t ∈ F, so ist G
eine (zusammenha¨ngende) einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ mit Wur-
zelsystem Φ (vergleiche Paragraph 5 in Steinberg [41]). Die Wurzeluntergruppen von G
sind gegeben durch
Xr = 〈xr(t)|t ∈ F〉 .
Wir wollen nun einen surjektiven Morphismus F : G→ G von algebraischen Gruppen
konstruieren, dessen Fixpunktmenge endlich ist. Setzt man m := 4 + |Φ| = 28, so ist G
als Untergruppe der Automorphismengruppe von LF in natu¨rlicher Weise als abgeschlos-
sene Untergruppe in die GL28(F) eingebettet (vergleiche Lemma 34 in Steinberg [41] und
The´ore`me 2 im Expose´e 3 des Se´minaire Chevalley [10]).
Wir konstruieren F in zwei Schritten. Die Abbildung GL28(F) → GL28(F), die jeder
Matrix (aij) die Matrix (a
q
ij) zuordnet, bildet xr(t) auf xr(t
q) fu¨r alle r ∈ Φ und t ∈ F
ab und la¨sst somit G invariant. Wir definieren nun Fq : G → G als die Einschra¨nkung
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dieser Abbildung. Fq ist somit ein Morphismus von algebraischen Gruppen und heißt eine
Standard–Frobenius–Abbildung. Im zweiten Schritt konstruieren wir einen Morphismus
ρ : G → G folgendermaßen: Es sei ρ : Φ → Φ die natu¨rliche Symmetrie des Dynkin–
Diagramms D4, also ρr2 = r2, ρr1 = r3, ρr3 = r4 und ρr4 = r1. Unter Benutzung der
Tatsache, dass alle Wurzeln aus Φ gleiche La¨nge haben, kann man einen Liealgebren–
Automorphismus L→ L mit
hr 7→ hρ(r) fu¨r alle r ∈ ∆ ,
er 7→ γreρ(r) fu¨r alle r ∈ Φ ,
und γr ∈ {1,−1} konstruieren (vergleiche den Beweis von Proposition 12.2.3 in Carter [6]).
Die Vorzeichen γr ∈ {1,−1} sind hierbei wie folgt gegeben: Ist r ∈ ∆, so ist γr = 1. Die
γr fu¨r die restlichen positiven Wurzeln r sind rekursiv (nach der Ho¨he von r) definiert: Ist
r > 0, r ∈ Φ nicht einfach, so gibt es ein eindeutig bestimmtes extraspezielles Paar r1, s1
mit r = r1 + s1. Dann ist
γr = γr1γs1
Nρ(r1),ρ(s1)
Nr1,s1
.
Fu¨r negative Wurzeln r ∈ Φ ist γr = γ−r. Auf Grund unserer Wahl der Vorzeichen der
Strukturkonstanten fu¨r die extraspeziellen Paare (vergleiche Tabelle 2.1) gilt
Nrs = Nρ(r),ρ(s)
fu¨r alle extraspeziellen Paare r, s. In unserem Fall gilt also γr = 1 fu¨r alle r ∈ Φ. Hieraus
erkla¨rt sich auch die Wahl der beiden negativen Vorzeichen in Tabelle 2.1. Da die Matrix
des soeben konstruierten Liealgebren–Automorphismus L→ L bezu¨glich der Basis {hr|r ∈
∆}∪ {er|r ∈ Φ} ganzzahlig ist, erha¨lt man durch Reduktion modulo p einen Liealgebren–
Automorphismus Θ : LF → LF mit
hr 7→ hρ(r) , fu¨r alle r ∈ ∆ ,
er 7→ eρ(r) , fu¨r alle r ∈ Φ .
Wir betrachtenden den inneren Automorphismus von GL28(F), der durch Konjugation
mit Θ von rechts bewirkt wird. Wegen G = 〈xr(t)|r ∈ Φ , t ∈ F〉 und
Θ−1xr(t)Θ = exp(t · ad(Θ(er))) = exp(t · ad(eρ(r))) = xρ(r)(t) (2.1)
fu¨r alle r ∈ Φ und t ∈ F ist G invariant unter der Konjugation mit Θ. Die Einschra¨nkung
des zu Θ geho¨renden inneren Automorphismus bewirkt also einen Automorphismus
G → G
xr(t) 7→ xρ(r)(t) (2.2)
(fu¨r r ∈ Φ und t ∈ F) von algebraischen Gruppen, den wir (unter Missbrauch der Notation)
auch mit ρ bezeichnen.
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Nun definieren wir F : G → G durch F := Fq ◦ ρ = ρ ◦ Fq. Als Komposition zweier
Morphismen von algebraischen Gruppen ist F ebenfalls ein Morphismus von algebraischen
Gruppen, und es gilt:
F (xr(t)) = xρ(r)(t
q) (2.3)
fu¨r alle r ∈ Φ und t ∈ F. Da die dritte Potenz von F mit der dritten Potenz der Standard–
Frobenius–Abbildung Fq u¨bereinstimmt, ist F : G→ G eine Frobeniusabbildung im Sinne
von Abschnitt 1.17 in Carters Buch ”Finite Groups of Lie–Type“ [7].
Die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen 3D4(q) sind definiert als die Gruppen
GF := {g ∈ G|F (g) = g}
der Fixpunkte von G unter F . Fu¨r jedes q ist 3D4(q) eine endliche einfache Gruppe der
Ordnung
|3D4(q)| = q12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1) .
Die Frobeniusabbildung F wird manchmal auch Trialita¨tsautomorphismus genannt. Als
Fixpunktmengen von Frobeniusabbildungen algebraischer Gruppen sind die Steinberg-
schen Trialita¨tsgruppen endliche Gruppen vom Lie–Typ. Fu¨r solche Gruppen steht eine
umfangreiche Theorie zur Verfu¨gung, die wir im Folgenden auch benutzen wollen.
Wir beschreiben nun noch, wie die Algorithmen und GAP–Programme aus Kapitel 1
zum Rechnen inG und damit auch zum Rechnen in den Trialita¨tsgruppen benutzt werden
ko¨nnen.
Zu diesem Zweck definieren wir zuna¨chst ein geeignetes Wurzeldatum: Wir wa¨hlen X :=
Z4 und Y := Z4 versehen mit der natu¨rlichen Paarung Z4 × Z4 → Z. Wir definieren die
Wurzelsysteme Φ ⊆ X und Φ∨ ⊆ Y durch die Angabe von Basen der Wurzelsysteme. Die
einfachen Wurzeln in Φ bzw. Φ∨ seien durch
∆ := {(1, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0) , (0, 0, 1, 0) , (0, 0, 0, 1)} bzw.
∆∨ := {(2,−1, 0, 0) , (−1, 2,−1,−1) , (0,−1, 2, 0) , (0,−1, 0, 2)}
gegeben. Es sei Ψ das Wurzeldatum Ψ := (X,Φ, Y,Φ∨). Wir definieren die Konstanten
cr,s;i,j wie in Abschnitt 1.4 gema¨ß (1.8) und (1.9) bezu¨glich der durch Tabelle 2.1 fest-
gelegten Nrs. Es sei nun G˜ die Gruppe, die durch die Pra¨sentation mit Erzeugern h˜ ∈
Hom(X,F×) und Symbolen x˜r(u) fu¨r r ∈ Φ und u ∈ F sowie den Relationen (a) bis (h) aus
Abschnitt 1.7 gegeben ist. Mit T bezeichnen wir die Untergruppe {h˜ | h˜ ∈ Hom(X,F×)}
von G˜. Wegen ZΦ = X gibt es nach dem Existenzsatz Theorem 10.1.1 und dem Beweis
von Theorem 9.4.3 in Springer [40] einen Isomorphismus ϕ von G˜ auf eine einfache alge-
braische GruppeH von adjungiertem Typ u¨ber dem algebraisch abgeschlossenen Ko¨rper F
mit Wurzelsystem D4 mit folgenden Eigenschaften: ϕ(T) ist ein maximaler Torus von H,
und ϕ bildet fu¨r alle r ∈ Φ die Untergruppe {x˜r(u) |u ∈ F} auf die Wurzeluntergruppe
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von H zur Wurzel r (bezu¨glich ϕ(T)) ab. Da H als halbeinfache (sogar einfache) alge-
braische Gruppe von den Wurzeluntergruppen erzeugt wird (vergleiche Theorem 27.5 in
Humphreys [28]), wird somit G˜ von den Elementen x˜r(u) mit r ∈ Φ und u ∈ F erzeugt.
In Abschnitt 1.9 haben wir bereits Algorithmen beschrieben, mit denen wir in G˜ rechnen
ko¨nnen. Diese wollen wir nun zum Rechnen in G benutzen. Hierzu konstruieren wir einen
natu¨rlichen Isomorphismus zwischen G und G˜: Aus dem Beweis von Theorem 12.1.1
in Carter [6] und der Tatsache, dass G keinen nichttrivialen Normalteiler besitzt, folgt
zuna¨chst, dass es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
G → G˜ mit
xr(u) 7→ x˜r(u)
fu¨r alle r ∈ Φ und u ∈ F gibt. Dieser Homomorphismus ist injektiv, da G einfach ist,
und surjektiv, da G˜ von den Elementen x˜r(u) mit r ∈ Φ und u ∈ F erzeugt wird. Es
handelt sich also um einen Isomorphismus (von abstrakten Gruppen). Wir werden daher
im Folgenden G mit G˜ und xr(u) mit x˜r(u) identifizieren. Somit sind die in Kapitel 1
beschriebenen Algorithmen und GAP–Programme anwendbar. Obwohl die in den folgen-
den Kapiteln durchgefu¨hrten Rechnungen prinzipiell auch von Hand durchfu¨hrbar und
nachvollziehbar sind, erleichtert der Einsatz von Computern die Rechenarbeit erheblich
und dient maßgeblich der Vermeidung von Rechenfehlern.
2.3 Relationen in 3D4(q)
In diesem Abschnitt wollen wir einige Relationen und gruppentheoretische Informationen
u¨ber die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen zusammenstellen, die wir in spa¨teren Kapiteln
beno¨tigen werden. Wir orientieren uns hierbei an Abschnitt 3.3 aus Geck [19].
Es sei hierzu G die im vorigen Abschnitt beschriebene einfache adjungierte algebraische
Gruppe vom Typ D4, sowie F : G → G der Trialita¨tsautomorphismus und G := GF die
zugeho¨rige Steinbergsche Trialita¨tsgruppe.
Die Wurzeluntergruppen von G = D4(F) sind die Untergruppen Xr = 〈xr(t)|t ∈ F〉 fu¨r
r ∈ Φ. Die Untergruppe U = 〈Xr|r ∈ Φ, r positiv 〉 ist eine maximale unipotente Unter-
gruppe von G. Ihre Struktur wird beschrieben durch die Kommutatorrelationen (1.4). Es
seien r, s ∈ Φ positive Wurzeln und u, t ∈ F. Die in den Kommutatorrelationen auftre-
tenden Kommutatorformelkoeffizienten cr,s;i,j lassen sich gema¨ß (1.8) und (1.9) aus den
StrukturkonstantenNrs berechnen. Da in unserem Fall (TypD4) stets i, j ≤ 1 gilt, nehmen
hier die Kommutatorrelationen eine besonders einfache Gestalt an:
[xs(u), xr(t)] =
{
xr+s(Nrsut) , falls r + s ∈ Φ,
1 , sonst.
(2.4)
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Fu¨r r ∈ Φ und t ∈ F× setzen wir nr(t) := xr(t)x−r(−t−1)xr(t) und hr(t) := nr(t)nr(−1).
Es gilt hr(t1t2) = hr(t1)hr(t2) fu¨r alle r ∈ Φ und t1, t2 ∈ F×. Die Untergruppe T =
〈hr(t)|r ∈ Φ und t ∈ F×〉 ist ein maximaler Torus von G. Jedes Element h ∈ T la¨sst sich
in der Form
h =
4∏
i=1
hri(ti) fu¨r ti ∈ F× (2.5)
schreiben. (Zum Beweis beachte man, dass fu¨r jedes Element h ∈ T
h = hr1(x
−1
1 x
−1
2 x
−1/2
3 x
−1/2
4 ) · hr2(x−11 x−22 x−13 x−14 ) ·
hr3(x
−1/2
1 x
−1
2 x
−1
3 x
−1/2
4 ) · hr4(x−1/21 x−12 x−1/23 x−14 )
(2.6)
gilt, wobei h gema¨ß Bemerkung 1.9.1, (d) durch das 4–Tupel (x1, x2, x3, x4) ∈ (F×)4
gegeben sei und x−1/2i , i = 1, . . . , 3 eine fest gewa¨hlte Quadratwurzel aus x
−1
i sei.)
Die Operation des Frobeniusmorphismus F auf T la¨sst sich explizit angeben. Aus der
Definition der hri(ti), i = 1, . . . , 4 und (2.3) ergibt sich:
F
(
4∏
i=1
hri(ti)
)
= hr1(t
q
4)hr2(t
q
2)hr3(t
q
1)hr4(t
q
3) . (2.7)
Hieraus wiederum la¨sst sich die Operation von F auf T berechnen, wenn man T wie in
Bemerkung 1.9.1, (d) durch 4–Tupel parametrisiert. Ist h ∈ T gema¨ß Bemerkung 1.9.1, (d)
durch das 4–Tupel (λ1, λ2, λ3, λ4) ∈ (F×)4 gegeben, so folgt aus (2.6), dass F (h) durch das
4–Tupel
(λq4, λ
q
2, λ
q
1, λ
q
3)
gegeben ist. Fu¨r r, s ∈ Φ und u, t ∈ F gilt:
hr(u)−1xs(t)hr(u) = xs(u−(r,s)t) , (2.8)
so dass die Operation von T auf den Wurzeluntergruppen mit Hilfe der Cartan–Matrix
berechnet werden kann.
Wir definieren nun fu¨r die endliche Gruppe GF geeignete Analoga zu den von den
algebraischen Gruppen herru¨hrenden Begriffen ”Wurzelsystem“, ”Wurzeluntergruppen“,
”Weylgruppe“ etc. Wir orientieren uns hierbei an den Abschnitten 3.2 und 3.3 aus Geck [19].
Da wir Operationen von rechts und nicht von links zugrundegelegt haben, erhalten wir
teilweise etwas andere Relationen als Geck [19]. Wir geben die Relationen ausfu¨hrlich an,
damit die in spa¨teren Kapiteln folgenden Berechnungen zumindest prinzipiell von Hand
nachvollziehbar bleiben.
Wir definieren eine A¨quivalenzrelation auf Φ wie folgt: Fu¨r r ∈ Φ sei r1 := 1/3(r +
ρr+ρ2r). Es seien r, s ∈ Φ genau dann a¨quivalent, wenn r1 ein positives Vielfaches von s1
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ist. In unserem Fall (Typ D4) gilt sogar, dass r und s genau dann a¨quivalent sind, wenn
r1 = s1 ist. Jede A¨quivalenzklasse besteht entweder aus genau einer Wurzel, die unter ρ
festbleibt, oder aus drei Wurzeln, die durch ρ permutiert werden, und ist damit eindeutig
festgelegt durch die Angabe von r1 fu¨r ein r in dieser A¨quivalenzklasse. Setzen wir
α :=
1
3
(r1 + r3 + r4) und β := r2 ,
so ist r1 fu¨r r ∈ Φ stets ein Element der Menge
Φ := {±α,±β,±(α+ β),±(2α+ β),±(3α+ β),±(3α+ 2β)} , (2.9)
die ein Wurzelsystem vom Typ G2 im R–Vektorraum ZΦ ⊗Z R darstellt. Wir nennen Φ
das Wurzelsystem von G = 3D4(q) = GF .
Unsere na¨chste Aufgabe besteht darin, ein Analogon in GF fu¨r die Wurzeluntergruppen
Xr (r ∈ Φ) sowie eine Beschreibung der Gruppen UF und TF zu finden. Zuna¨chst setzen
wir fu¨r r ∈ Φ und t ∈ F mit tq3 = t:
xr1(t) :=
{
xr(t) , falls ρr = r , tq = t,
xr(t)xρr(tq)xρ2r(tq
2
) , sonst.
(2.10)
Wir nennen
XFr1 :=
{
{xr1(t)|t ∈ F und tq = t} , falls ρr = r,
{xr1(t)|t ∈ F und tq3 = t} , sonst
(2.11)
die Wurzeluntergruppe zur Wurzel r1 von G = GF . (Meistens werden wir im Folgenden
den Exponenten F weglassen, wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, ob die Wurzelunter-
gruppen der algebraischen Gruppe G oder der endlichen Gruppe G gemeint sind.) Wegen
xr1(t1 + t2) = xr1(t1)xr1(t2) fu¨r r ∈ Φ und t1, t2,∈ F ist Xr1 isomorph zur additiven
Gruppe von Fq, falls ρr = r, bzw. isomorph zur additiven Gruppe von Fq3 , falls ρr 6= r.
Hiermit la¨sst sich dann auch eine Beschreibung von UF formulieren:
UF = XαXβXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β . (2.12)
Man erha¨lt auch noch eine Beschreibung des maximalen Torus T := TF von GF . Die
Elemente in TF sind genau die Elemente der Form
h(t1, t2) := hr1(t1)hr2(t2)hr3(t
q
1)hr4(t
q2
1 ) (2.13)
mit t1, t2 ∈ F und tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1.
48 Die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen
Die Operation von TF auf den Wurzeluntergruppen ko¨nnen wir mit (2.8) explizit be-
rechnen. Fu¨r t1, t2 ∈ F mit tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1 und u ∈ Fq3 ⊆ F bzw. Fq ⊆ F je nach
Parameterbereich der entsprechenden Wurzeluntergruppe von GF erha¨lt man:
h(t1, t2)−1xα(u)h(t1, t2) = xα(t−21 t2u),
h(t1, t2)−1xβ(u)h(t1, t2) = xβ(t
q2+q+1
1 t
−2
2 u),
h(t1, t2)−1xα+β(u)h(t1, t2) = xα+β(t
q2+q−1
1 t
−1
2 u),
h(t1, t2)−1x2α+β(u)h(t1, t2) = x2α+β(t
q2−q−1
1 u),
h(t1, t2)−1x3α+β(u)h(t1, t2) = x3α+β(t
−q2−q−1
1 t2u),
h(t1, t2)−1x3α+2β(u)h(t1, t2) = x3α+2β(t−12 u) .
Tabelle 2.2: Operation von TF auf den Wurzeluntergruppen
Als na¨chstes sollen Kommutatorrelationen fu¨r die Wurzeluntergruppen vonGF aufgestellt
werden. Diese ergeben sich aus den entsprechenden Relationen in G und der Definition
der Elemente xr1(t). Fu¨r [x, y] := x−1y−1xy und t, u ∈ Fq3 ⊆ F bzw. Fq ⊆ F je nach
Parameterbereich der entsprechenden Wurzeluntergruppe von GF erha¨lt man:
[xβ(t), x3α+β(u)] = x3α+2β(−tu),
[xα(t), x2α+β(u)] = x3α+β(−tq2u− tquq2 − tuq),
[xα(t), xα+β(u)] = x2α+β(−utq − uqt)x3α+β(−utq2+q − uqtq2+1 − uq2tq+1)·
x3α+2β(−uq2+qt− uq2+1tq − uq+1tq2),
[xα(t), xβ(u)] = xα+β(ut)x2α+β(utq+1)x3α+β(utq
2+q+1)·
x3α+2β(2u2tq
2+q+1),
[xα+β(t), x2α+β(u)] = x3α+2β(−uqt− uq2tq − utq2).
Tabelle 2.3: Kommutatorrelationen in 3D4(q)
Alle Paare von Wurzeluntergruppen zu Wurzelpaaren, die nicht in dieser Tabelle auf-
gefu¨hrt sind, vertauschen miteinander. Zum Beweis dieser Relationen hat man nur die
vereinfachten Kommutatorrelationen (2.4) und die Strukturkonstanten aus Tabelle A.1
aus dem Anhang zu betrachten.
Der Normalisator NG(T) wird von T und den Elementen nr := xr(1)x−r(−1)xr(1) fu¨r
r ∈ Φ erzeugt. Fu¨r N := NG(T)F ko¨nnen wir eine analoge Beschreibung geben. Hierzu
definieren wir fu¨r r ∈ Φ:
nr1 :=
{
nr , falls ρr = r ,
nrnρrnρ2r , sonst.
(2.14)
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Dann ist NG(T)F das Erzeugnis von TF und den nr1 fu¨r r ∈ Φ. Wie definieren die
Weylgruppe W von G = GF als die Weylgruppe des Wurzelsystems Φ vom Typ G2. Dann
ist W isomorph zur Diedergruppe der Ordnung 12, und es gilt: W ∼= NG(T)F /TF .
Die Operation der Elemente nr fu¨r r ∈ Φ auf den Wurzeluntergruppen kennen wir bereits
aus Bemerkung 1.9.3, (c). Die dort auftretenden ηrs sind stets ±1 und ko¨nnen aus den
Strukturkonstanten Nrs berechnet werden.
Damit ko¨nnen wir schließlich die Operation von nα und nβ auf den XFr1 fu¨r positives
r ∈ Φ berechnen. Fu¨r t ∈ Fq3 ⊆ F bzw. Fq ⊆ F je nach Parameterbereich der entspre-
chenden Wurzeluntergruppe von GF ergibt sich:
n−1α xα(t)nα = x−α(−t),
n−1α xβ(t)nα = x3α+β(−t),
n−1α xα+β(t)nα = x2α+β(−tq
2
),
n−1α x2α+β(t)nα = xα+β(tq),
n−1α x3α+β(t)nα = xβ(t),
n−1α x3α+2β(t)nα = x3α+2β(t),
n−1β xα(t)nβ = xα+β(t),
n−1β xβ(t)nβ = x−β(−t),
n−1β xα+β(t)nβ = xα(−t),
n−1β x2α+β(t)nβ = x2α+β(t),
n−1β x3α+β(t)nβ = x3α+2β(t),
n−1β x3α+2β(t)nβ = x3α+β(−t),
Tabelle 2.4: Operation der Weylgruppe auf den Wurzeluntergruppen
Damit haben wir alle Informationen, die wir beno¨tigen, um Berechnungen in den Tria-
lita¨tsgruppen 3D4(q) und der zugrundeliegenden algebraischen Gruppe G durchfu¨hren zu
ko¨nnen.
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Kapitel 3
Konjugiertenklassen parabolischer
Untergruppen
Als endliche Gruppen vom Lie–Typ besitzen die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen ein BN–
Paar. In allen Gruppen mit BN–Paar gibt es gewisse ausgezeichnete Untergruppen, die
sogenannten parabolischen Untergruppen. Diese Untergruppen bilden ein wichtiges Werk-
zeug bei der Analyse der Struktur und Darstellungen endlicher Gruppen vom Lie–Typ.
Bei der Betrachtung der Trialita¨tsgruppen 3D4(q) setzen wir von nun an stets voraus,
dass q ungerade ist. Da q eine Potenz einer Primzahl p ist, ist dies a¨quivalent dazu, dass p
eine gute Primzahl fu¨r das Wurzelsystem vom Typ D4 ist. Unter dieser Voraussetzung
beginnen wir in diesem Kapitel mit den Vorbereitungen zur Bestimmung der generischen
Charaktertafeln zweier maximaler parabolischer Untergruppen P und Q von 3D4(q). Eine
wesentliche Ingredienz zur Bestimmung von Charaktertafeln ist die Kenntnis der Konju-
giertenklassen.
In diesem Kapitel beschreiben wir zuna¨chst noch einmal kurz die Konjugiertenklassen
von 3D4(q) sowie einer Boreluntergruppe B. Der gro¨ßte Teil dieses Kapitels widmet sich
dann der Berechnung und Parametrisierung der Konjugiertenklassen von P und Q sowie
deren Fusionen in 3D4(q). Diese Fusionen werden spa¨ter insbesondere zum Einschra¨nken
irreduzibler Charaktere von 3D4(q) auf P bzw. Q beno¨tigt.
Die hier vorgestellten und benutzten Methoden lassen sich prinzipiell auch allgemei-
ner zur Berechnung von Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen in beliebigen
endlichen Gruppen vom Lie–Typ verwenden.
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3.1 Konjugiertenklassen von 3D4(q)
Von nun an setzen wir stets voraus, dass q ungerade, also p eine gute Primzahl fu¨r das
Wurzelsystem vom Typ D4 ist. In diesem Abschnitt sollen der Vollsta¨ndigkeit halber noch
einmal kurz die Konjugiertenklassen von 3D4(q) beschrieben werden. Wir folgen hierbei
den Beschreibungen der Konjugiertenklassen in Geck [19], Spaltenstein [39] und Deriziotis–
Michler [14]. Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei.
Maximale Tori
Die maximalen Tori von G = GF sind per Definition die Gruppen der Fixpunkte ratio-
naler maximaler Tori T˜ von G unter F . Der Isomorphietyp von T˜F ha¨ngt nur von der
G–Konjugiertenklasse von T˜ ab. Um einen U¨berblick u¨ber die G–Konjugiertenklassen ra-
tionaler maximaler Tori zu bekommen, verwenden wir den in Abschnitt 2.3 definierten
maximal zerfallenden Torus T als Referenztorus.
Jeder rationale maximale Torus T˜ la¨sst sich in der algebraischen Gruppe in den Torus
T konjugieren; sei etwa g ∈ G mit T˜g = T. Dann ist n := g−1F (g) ∈ N(T), und die
Operation des Frobeniusmorphismus auf T˜ entspricht auf T der Operation (Fn−1) : T→
T, t 7→ nF (t) (denn es gilt F (t˜)g = nF (t˜g)). Da T abelsch ist, ist diese Operation schon
durch die Restklasse w := nT ∈W = N(T)/T in der Weylgruppe bezu¨glich T festgelegt.
Wir schreiben auch (Fw−1) : T→ T, t 7→ wF (t), und nennen dies den mit w getwisteten
Frobeniusmorphismus von T. Wir sagen, dass T˜ aus T durch Twisten mit w entsteht.
Zwei rationale maximale Tori T˜1, T˜2 mit T˜
gi
i = T, wi = g
−1
i F (gi)T ∈W, i = 1, 2, sind
genau dann G–konjugiert, wenn w1 und w2 in der gleichen F–Konjugiertenklasse liegen,
d.h. wenn es ein v ∈ W mit w1 = vw2F (v−1) gibt (siehe etwa Digne–Michel [15], 3.23).
Wir ko¨nnen also die G–Konjugiertenklassen rationaler maximaler Tori vonG beschreiben,
indem wir aus jeder F–Konjugiertenklasse vonW ein Element w auswa¨hlen und dann die
Fixpunktmenge T(Fw
−1) berechnen.
Zur Parametrisierung der Elemente der maximalen Tori von G erinnern wir daran, dass
jedes Element h ∈ T in der Form
h = h(t1, t2, t3, t4) =
4∏
i=1
hri(ti) (3.1)
mit ti ∈ F×, i = 1, . . . , 4, geschrieben werden kann (vergleiche (2.5)).
Die Operation der Erzeuger wri , i = 1, . . . , 4 von W ist in Tabelle A.2 im Anhang
angegeben. Die Werte in dieser Tabelle lassen sich mittels Bemerkung 1.9.3, (c) und (2.6)
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berechnen. Die von uns beno¨tigten Informationen u¨ber die F–Konjugiertenklassen von
W sind in Tabelle A.3 im Anhang zusammengestellt. Die Werte in dieser Tabelle ko¨nnen
aus Tafel 3.6.2 in Geck [19] und Table 1.1 in Deriziotis–Michler [14] abgelesen werden.
Aus den Tabellen A.2 und A.3 lassen sich dann die Fixpunktmengen T(Fw
−1
i ) berechnen.
Die Ergebnisse findet man in Tabelle A.4 im Anhang. Insbesondere besitzt G bis auf
G–Konjugation genau 7 maximale Tori.
Fu¨r spa¨tere Anwendungen halten wir noch fest:
3.1.1 Bemerkung
(a) Der maximale Torus T2 entsteht aus T durch Twisten mit demWeylgruppenelement
wα := wr1wr3wr4 .
(b) Der maximale Torus T1 entsteht aus T durch Twisten mit demWeylgruppenelement
wβ := wr2 .
Halbeinfache Konjugiertenklassen
Die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen von GF wa¨chst mit q, ha¨ngt also vom
speziellen F ab. Um diese Klassen fu¨r alle q in einheitlicher Weise beschreiben zu ko¨nnen,
mu¨ssen sie geeignet zusammengefasst werden. Hierzu hat sich der Begriff des halbeinfachen
Klassentyps bewa¨hrt (vergleiche Lu¨beck [34]). Wir formulieren ihn etwas allgemeiner fu¨r
parabolische Untergruppen:
3.1.2 Definition
Es sei P eine F–stabile parabolische Untergruppe von G. Zwei halbeinfache Elemente
s1, s2 ∈ PF liegen im gleichen halbeinfachen Klassentyp von PF , wenn ihre Zentralisatoren
CP(s1) und CP(s2) in PF konjugiert sind.
Offensichtlich ist jeder halbeinfache Klassentyp von GF eine Vereinigung von Konjugier-
tenklassen von GF . Deriziotis und Michler haben die halbeinfachen Klassentypen fu¨r
GF = 3D4(q) ausgerechnet. In 3D4(q) gibt es genau 15 halbeinfache Klassentypen, die wir
mit h1, h2, . . . , h15 bezeichnen wollen. (Der halbeinfache Klassentyp hi in der hier gewa¨hl-
ten Bezeichnung entspricht dem halbeinfachen Klassentyp si, i = 1, . . . , 15 in der Notation
von Deriziotis–Michler [14] und Geck [19].) In spa¨teren Teilen dieser Arbeit werden wir
auch Konjugiertenklassen einiger Untergruppen von G betrachten. Wenn wir betonen wol-
len, dass der halbeinfache Klassentyp hi eine Vereinigung von Konjugiertenklassen in G
bezeichnet, so schreiben wir auch hGi .
Fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp wollen wir nun Vertreter der zugeho¨rigen halbein-
fachen Konjugiertenklassen angeben. Es seien s1, s2 ∈ GF zwei halbeinfache Elemente mit
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gleichem halbeinfachem Klassentyp. Nach Konjugation in GF darf man annehmen, dass
C := CG(s1) = CG(s2) ist. Die Elemente s1 und s2 liegen jeweils in einem rationalen
maximalen Torus von C (das folgt beispielsweise aus Corollary 3.16 in Digne–Michel [15]).
Andererseits sind s1 und s2 zentral in C und liegen somit in allen maximalen Tori von C.
Wir du¨rfen daher stets annehmen, dass zwei Elemente aus halbeinfachen Konjugierten-
klassen von gleichem halbeinfachen Klassentyp im selben rationalen maximalen Torus
enthalten sind.
Man erha¨lt dann ein Vertretersystem der halbeinfachen Konjugiertenklassen von GF ,
indem man fu¨r jeden maximalen TorusTFi , i = 0, . . . , 6 (vergleiche Tabelle A.4) die Bahnen
von Wi := CW,F (wi) = {w ∈ W|w−1wiF (w) = wi} auf TFi berechnet. Die Ergebnisse
sind in Tabelle A.5 im Anhang zusammengefasst (vergleiche auch Tafel 3.6.3 in Geck [19]).
Parametrisierung der halbeinfachen Klassen
Zur Parametrisierung der halbeinfachen Konjugiertenklassen legen wir einige Notationen
fest. Wir betrachten die Gruppen F× und Qp′/Z, wobei Qp′ die additive Gruppe der
rationalen Zahlen bezeichne, die sich mit nicht durch p teilbarem Nenner schreiben lassen.
Diese beiden Gruppen sind isomorph, und es sei ein Isomorphismus ϕ1 : Qp′/Z
∼→ F× fu¨r
den Rest dieser Arbeit fest gewa¨hlt (vergleiche Carter [7], 3.1.3). Die Elemente von Qp′/Z
sollen mittels Repra¨sentanten rs , r, s ∈ Z, s 6= 0, p - s, in Qp′ geschrieben werden. Wir
vereinbaren:
3.1.3 Schreibweise
(a) Wir verwenden φi als abku¨rzenden Schreibweise fu¨r das i–te Kreisteilungspolynom
in der Variablen q (wie in Carter [7], 13.9). Hier kommen vor:
φ1 = q − 1
φ2 = q + 1
φ3 = q2 + q + 1
φ6 = q2 − q + 1
φ12 = q4 − q2 + 1
(b) Es sei ϕ1 : Qp′/Z
∼→ F× die oben erkla¨rte Abbildung. In Tabelle 3.1 werden fu¨r einige
Elemente aus Qp′/Z Namen ihrer Bilder unter ϕ1 festgelegt. Diese Namen sollen im
Rest der Arbeit benutzt werden, um Elemente aus F× explizit hinzuschreiben.
Mit Hilfe dieser Notationen lassen sich nun die Vertreter der halbeinfachen Konjugier-
tenklassen von 3D4(q) = GF aus Tabelle A.5 parametrisieren. Das Ergebnis ist im Anhang
in Tabelle A.6 zusammengefasst.
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µ ∈ Qp′/Z ϕ1(µ) ∈ F×
1
qn−1 ζ˜n
1
qn+1 ξ˜n
1
(qn+1)(q−1) η˜n
1
(qn−1)(q+1) µ˜n
1
φn
ϕ˜n
Tabelle 3.1: Notation fu¨r generische Einheitswurzeln
Unipotente Konjugiertenklassen
Ein Vertretersystem fu¨r die unipotenten Konjugiertenklassen von G := 3D4(q) = GF la¨sst
sich so bestimmen wie es in Abschnitt 3.5 in Geck [19] beschrieben ist. Das Ergebnis ist
in Tabelle 3.2 dargestellt.
Bezeichnung Bezeichnung Repra¨sentant u |CG(u)|
in Geck [19]
c1,0 ∅ 1 |GF |
c1,1 A1 x3α+2β(1) q12(q6 − 1)
c1,2 3A1 xα(1) q10(q2 − 1)
c1,3 A
′
2 xβ(1)x2α+β(−1) 2q8(q2 + q + 1)
c1,4 A
′′
2 xβ(1)x2α+β(−ζ) 2q8(q2 − q + 1)
c1,5 D4(a1) xα(1)xα+β(a) q6
c1,6 D4 xα(1)xβ(1) q4
Tabelle 3.2: Unipotente Konjugiertenklassen von 3D4(q), q ungerade
Die erste Spalte der Tabelle entha¨lt die in der vorliegenden Arbeit benutzte Bezeichnung
der unipotenten Konjugiertenklassen. Zur Motivation der hier gewa¨hlten Bezeichnung ver-
gleiche man den na¨chsten Abschnitt u¨ber die gemischten Klassen. Der zweiten Spalte der
Tabelle 3.2 kann man die in Geck [19] bzw. Spaltenstein [39] benutzte Bezeichnung ent-
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nehmen. Die dritte Spalte gibt Vertreter der unipotenten Konjugiertenklassen von 3D4(q)
an. Hierbei sind ζ ∈ Fq ⊆ F ein Nichtquadrat und a ∈ F mit aq3 = a, aq 6= a. Man beachte,
dass fu¨r die Konjugiertenklasse c1,1 ein anderer Vertreter als in Geck [19] gewa¨hlt wurde.
Die letzte Spalte schließlich entha¨lt die Zentralisatorordnungen wie sie etwa Tafel 3.5.2 in
Geck [19] entnommen werden ko¨nnen.
Gemischte Klassen
Um eine vollsta¨ndige Liste der Konjugiertenklassen von 3D4(q) = GF zu bekommen,
mu¨ssen wir die unipotenten Konjugiertenklassen der Zentralisatoren der halbeinfachen
Elemente von 3D4(q) = GF bestimmen. Diese sind auch schon von Geck in [19] und
Deriziotis und Michler in [14] bestimmt worden. Da in diesen Arbeiten jedoch keine Ver-
treter dieser Konjugiertenklassen angegeben werden, wollen wir an dieser Stelle die dazu
notwendigen Berechnungen kurz skizzieren.
Wir bestimmen die unipotenten Konjugiertenklassen der Zentralisatoren der halbein-
fachen Elemente des halbeinfachen Klassentyps h9. Die unipotenten Konjugiertenklassen
der Zentralisatoren der halbeinfachen Elemente der anderen halbeinfachen Klassentypen
lassen sich analog – meist sogar deutlich einfacher – ausrechnen.
Es sei s′ ∈ GF ein halbeinfaches Element, dessen Konjugiertenklasse zum halbeinfachen
Klassentyp h9 geho¨rt. Das Element s′ liegt in einem rationalen maximalen Torus T˜ von G
(3.16 in Digne–Michel [15]). Dazu gibt es ein g ∈ G mit T˜g = T. Fu¨r dieses ist n :=
g−1F (g) ∈ N(T), und wir schreiben w := nT ∈W = N(T)/T. Da die Konjugiertenklasse
von s′ zum halbeinfachen Klassentyp h9 geho¨rt, folgt aus den Tabellen A.3, A.4 und A.5
im Anhang, dass wir w = wr1wr3wr4 = wα und n = nr1nr3nr4 = nα annehmen du¨rfen
(vergleiche auch Bemerkung 3.1.1). Das Element s′′ := (s′)g ∈ T hat dann die Form
s′′ = h(t, 1, t−q, tq−1) fu¨r ein t ∈ F mit tq2−q+1 = 1, t 6= 1.
Die Operation von F auf CG(s′) entspricht der Operation des getwisteten Frobeniusmor-
phismus (Fn−1) auf CG(s′′), denn fu¨r x ∈ G ist F (x)g = F (xg)F (g−1)g = nF (xg). Fu¨r den
Zentralisator von s′ in GF gilt also:
(CG(s′)F )g = {x ∈ CG((s′)g) |F (gx) = gx}
= {x ∈ CG(s′′) | g−1F (g)F (x) = x} = CG(s′′)(Fn−1).
Mit anderen Worten: CG(s′′)(Fn
−1) ist ein G–Konjugiertes von CG(s′)F . Zur Bestimmung
der Ordnung und der unipotenten Konjugiertenklassen von CG(s′)F , genu¨gt es also, die
Ordnung und die unipotenten Konjugiertenklassen von CG(s′′)(Fn
−1) zu berechnen.
Wir beginnen mit der Bestimmung von CG(s′′)(Fn
−1). Wie in Anhang A.1 beschrieben
nummerieren wir die positiven Wurzeln von Φ mit r1, . . . , r12. Es sei x ∈ CG(s′′)(Fn−1) mit
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Bruhat–Zerlegung x = u′xnxhxux. Aus der Eindeutigkeit der Bruhat–Zerlegung in G folgt
dann zuna¨chst: u′x, nx, hx, ux ∈ CG(s′′). Insbesondere gilt: u′x, ux ∈ U ∩ CG(s′′). Wegen
U∩CG(s′′) = Xr2Xr11Xr12 ist U∩CG(s′′) invariant unter (Fn−1). Da außerdem NG(T)
und T invariant unter (Fn−1) sind, folgt hieraus nun:
u′(Fn
−1)
x = u
′
x , (nxhx)
(Fn−1) = nxhx und u(Fn
−1)
x = ux.
Die Fixpunkte in U∩CG(s′′) = Xr2Xr11Xr12 und NG(T) unter (Fn−1) kann man explizit
ausrechnen. Man erha¨lt: Die Elemente in CG(s′′)(Fn
−1) sind genau die Elemente der Form
h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
)xβ(s)x3α+β(sq)x3α+2β(r) (3.2)
und
xβ(s˜)x3α+β(s˜q)x3α+2β(r˜)nr12 h(t, t
q3+1, tq
4
, tq
2
)xβ(s)x3α+β(sq)x3α+2β(r) (3.3)
mit r, s, t ∈ F, t(q3+1)(q−1) = 1 sowie s, s˜ Nullstellen des Polynoms Xq2 +X, r Nullstelle
des Polynoms Xq−X−sq2+q und r˜ Nullstelle des Polynoms Xq−X− s˜q2+q. Damit haben
wir eine explizite Beschreibung von CG(s′′)(Fn
−1). Insbesondere folgt:
|CG(s′′)(Fn−1)| = q3(q3 + 1)(q − 1) + q6(q3 + 1)(q − 1) = q3(q3 + 1)2(q − 1).
Nun bestimmen wir die unipotenten Konjugiertenklassen von CG(s′′)(Fn
−1). Aus Ta-
ble 2.4 in Deriziotis und Michler [14] kann man ablesen, dass es in CG(s′′)(Fn
−1) genau
zwei nichttriviale unipotente Konjugiertenklassen gibt.
Wir setzen:
x1 := x3α+2β(1),
x2 := xβ(s)x3α+β(sq)x3α+2β(r),
wobei s ∈ F eine primitive 2(q2 − 1)–te Einheitswurzel und r ∈ F eine Nullstelle des
Polynoms Xq −X + sq+1 sei. Dann sind x1 und x2 unipotente Elemente in CG(s′′)(Fn−1).
Wie man durch Konjugation mit Elementen der Form (3.2) und (3.3) nachrechnet, gilt fu¨r
die Zentralisatorordnungen von x1 und x2 in CG(s′′)(Fn
−1):
|C
CG(s′′)(Fn
−1)(x1)| = q3(q3 + 1)
bzw.
|C
CG(s′′)(Fn
−1)(x2)| = q2(q2 − q + 1).
Damit haben wir also Repra¨sentanten fu¨r die beiden nichttrialen unipotenten Konjugier-
tenklassen von CG(s′′)(Fn
−1) und die zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen gefunden.
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Name Repra¨sentant |C3D4(q)|
c9,0 h9 q
3(q3 + 1)2(q − 1)
c9,1 h9x3α+2β(1) q3(q3 + 1)
c9,2 h9xβ(s)x3α+β(sq)x3α+2β(r) q2(q2 − q + 1)
Tabelle 3.3: Die gemischten Klassen zum halbeinfachen Klassentyp h9
Zusammenfassend erha¨lt man somit: Die Konjugiertenklassen von 3D4(q) = GF , deren
Repra¨sentanten die Eigenschaft haben, dass ihr halbeinfacher Anteil den halbeinfachen
Klassentyp h9 besitzt, sind durch Tabelle 3.3 gegeben. In der Tabelle ist s ∈ F eine
primitive 2(q2−1)–te Einheitswurzel und r ∈ F eine Nullstelle des PolynomsXq−X+sq+1.
Die u¨brigen gemischten Konjugiertenklassen von 3D4(q) = GF lassen sich auf analoge
Weise – meist sogar erheblich einfacher – bestimmen. Eine vollsta¨ndige Liste der Konju-
giertenklassen ist in Tabelle A.7 im Anhang gegeben.
Zu den hier gewa¨hlten Bezeichnungen der Konjugiertenklassen ist folgendes zu sagen:
Wir haben zu jedem halbeinfachen Klassentyp hi von GF Repra¨sentanten angegeben (Ta-
belle A.6). Die Zentralisatoren dieser Repra¨sentanten seien fu¨r den Moment mit C(Fn
−1)
GF
bezeichnet. In Tabelle A.7 ist nun fu¨r jede unipotente Klasse von C(Fn
−1)
GF
mit Vertreter
u eine Zeile eingetragen, die zu den Klassen mit Repra¨sentant su geho¨rt, wobei s Re-
pra¨sentant einer Klasse des halbeinfachen Klassentyps hi aus Tabelle A.6 sei. Wir wollen
(Lu¨beck [34] folgend) eine solche Familie von Klassen einen Klassentyp nennen. Da unse-
re Vertreter halbeinfacher Klassen im Allgemeinen nicht in GF liegen, gilt dies auch fu¨r
die su. Ein Vertreter der Klasse von su, der in GF liegt, ist gsu, falls g−1F (g) = n ist.
Wir bezeichnen die Klassentypen mit
ci,j ,
falls der halbeinfache Anteil zum halbeinfachen Klassentyp hi geho¨rt. Mit dem zweiten
Index j werden die unipotenten Klassen von C(Fn
−1) durchgeza¨hlt, die nach fallender
Zentralisatorordnung sortiert sind. Dabei beginnen wir immer mit j = 0, so dass ci,0 fu¨r
die halbeinfachen Klassen des Typs hi steht. Wenn wir die Klassen in einem Klassentyp
genauer bezeichnen wollen, schreiben wir ci,j(i1, . . . ), wobei die Parameter sich auf den
halbeinfachen Anteil beziehen, wie in Tabelle A.6 festgelegt.
In spa¨teren Teilen dieser Arbeit werden wir auch Konjugiertenklassen einiger Unter-
gruppen von G = GF betrachten. Wenn wir betonen wollen, dass der Klassentyp ci,j
Konjugiertenklassen in G bezeichnet, so schreiben wir auch
cGi,j .
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3.2 Konjugiertenklassen einer Boreluntergruppe
Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Auch in diesem Abschnitt sei weiterhin
GF = 3D4(q), wobei wir die Voraussetzung beibehalten, dass q ungerade ist. Es sei B die
Standard–Borel–Untergruppe
B := TU
vonG, und es seiBF die zugeho¨rige Standard–Borel–Untergruppe vonGF . Zur Abku¨rzung
setzen wir wieder
G := GF ,
B := BF ,
U := UF ,
T := TF .
Dann zerfa¨llt B in das semidirekte Produkt
B = T n U.
Die Ordnung von B = BF ist:
|B| = |BF | = q12(q3 − 1)(q − 1).
Halbeinfache Konjugiertenklassen
Weil B = T n U ein semidirektes Produkt und T abelsch ist, bilden die Elemente aus T
ein Vertretersystem fu¨r die halbeinfachen Konjugiertenklassen von B. Die halbeinfachen
Klassentypen von BF wurden bereits in Geck [19] bestimmt. In BF gibt es genau 12 halb-
einfache Klassentypen, die wir mit h1, . . . , h12 bezeichnen wollen. Um die halbeinfachen
Klassentypen von BF von den zu GF geho¨rigen zu unterscheiden, werden wir gelegentlich
auch hBi bzw. h
G
i schreiben. Vertreter fu¨r die halbeinfachen Konjugiertenklassen von B
ko¨nnen der Tafel 3.8.2 in Geck [19] entnommen werden. Sie sind im Anhang in Tabelle A.8
noch einmal zusammengestellt.
Parametrisierung der halbeinfachen Klassen
Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von BF nehmen wir analog zur Parame-
trisierung der halbeinfachen Klassen von GF vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.9 im Anhang aufgefu¨hrt.
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Unipotente Konjugiertenklassen
Ein Vertretersystem fu¨r die unipotenten Konjugiertenklassen von B := BF la¨sst sich
so bestimmen wie es in Abschnitt 3.8 in Geck [19] beschrieben ist. Das Ergebnis ist in
Tabelle A.10 im Anhang dargestellt.
Die erste Spalte dieser Tabelle entha¨lt die in der vorliegenden Arbeit benutzten Be-
zeichnungen ci,j der unipotenten Konjugiertenklassen von BF . Die hier gewa¨hlten Be-
zeichnungen u¨berschneiden sich teilweise mit den Bezeichnungen der unipotenten Kon-
jugiertenklassen von GF . Wenn wir betonen wollen, dass wir mit ci,j eine unipotente
Klasse von B bzw. von G meinen, dann schreiben wir auch cBi,j bzw. c
G
i,j . Zur Motivation
der hier gewa¨hlten Bezeichnungen vergleiche man auch den na¨chsten Abschnitt u¨ber die
gemischten Klassen. In der zweiten Spalte der Tabelle A.10 sind die entsprechenden Be-
zeichnungen der unipotenten Klassen aus Geck [19] aufgefu¨hrt. Die dritte Spalte entha¨lt
die zugeho¨rigen Repra¨sentanten. Zu jedem ci,j findet man in der vierten Spalte die Anzahl
der mit ci,j bezeichneten unipotenten Klassen. In der fu¨nften Spalte sind die zugeho¨rigen
Zentralisatorordnungen aufgelistet.
Das in der dritten Spalte von Tabelle A.10 in den Repra¨sentanten auftretende ζ ist das
auch schon bei den Repra¨sentanten von G auftretende Nichtquadrat ζ ∈ F mit ζq = ζ
(vergleiche Abschnitt 3.1, ”Unipotente Klassen“, sowie Anhang A.7).
Die q−32 unipotenten Klassen von B
F , die mit c1,12 bezeichnet werden, sind durch eine
Menge
I1 ⊆
{
(i, b) | i ∈ {0, 1}, b ∈ F×, bq = b}
mit |I1| = q−32 parametrisiert. Auf a¨hnliche Weise sind die q−12 unipotenten Klassen von
BF , die mit c1,16 bezeichnet werden, durch eine Menge
I2 ⊆
{
(i, b) | i ∈ {0, 1}, b ∈ F×, bq = b}
mit |I2| = q−12 parametrisiert. Diese beiden Parametermengen I1 und I2 sind folgender-
maßen definiert: Zuna¨chst definieren wir auf der Menge
S :=
{
x ∈ F×|xq = x}
eine A¨quivalenzrelation. Wir nennen zwei Elemente x, x′ ∈ S a¨quivalent, wenn x = x′ oder
x = −x′ gilt. Es sei nun S′ ein Vertretersystem der zu dieser A¨quivalenzrelation geho¨rigen
A¨quivalenzklassen. Es sei I die Menge aller Paare (i, b) ∈ {0, 1} × S′ mit (i, b) 6= (0, 2).
Die Parametermenge I1 ist dann definiert als die Menge aller Paare (i, b) ∈ I, so dass
xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b) (3.4)
in GF in der Konjugiertenklasse cG1,3 liegt. Ein Vertretersystem fu¨r die mit c1,12 bezeich-
neten unipotenten Klassen ist durch die Elemente xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b) gegeben, wobei
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(i, b) die Menge I1 durchla¨uft. Wenn wir besonders betonen wollen, dass wir die unipotente
Konjugiertenklasse von BF mit dem Repra¨sentanten xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b) meinen, so
schreiben wir statt c1,12 auch pra¨ziser
c1,12(i, b).
Die Parametermenge I2 ist nun definiert als die Menge aller Paare (i, b) ∈ I − I1. Dies
ist gleichbedeutend damit, dass (i, b) ∈ I genau dann in I2 liegt, wenn das Element der
Form (3.4) in GF in der Konjugiertenklasse cG1,4 liegt. Ein Vertretersystem fu¨r die mit
c1,16 bezeichneten unipotenten Klassen ist durch die Elemente xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b)
gegeben, wobei (i, b) die Menge I2 durchla¨uft. Auch hier treffen wir die Konvention,
dass wir statt c1,16 pra¨ziser c1,16(i, b) schreiben ((i, b) ∈ I2), falls wir besonders beto-
nen wollen, dass wir die unipotente Konjugiertenklasse von BF mit dem Repra¨sentanten
xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b) meinen.
Die q+1 unipotenten Klassen von BF , die mit c1,17 bezeichnet werden, sind durch eine
Menge
I3 ⊆ I ′ :=
{
a′ ∈ F | (a′)q3 = a′, (a′)q 6= a′
}
mit |I3| = q + 1 parametrisiert. Die Parametermenge I3 ist folgendermaßen definiert:
Zuna¨chst definieren wir auf der Menge I ′ eine A¨quivalenzrelation. Wir nennen zwei Ele-
mente a′, a′′ ∈ I ′ a¨quivalent, wenn es Elemente t, y ∈ F mit tq−1 = 1, yq = y gibt, so
dass
a′′ = t(a+ y)
gilt. Die Parametermenge I3 ist dann definiert als ein Vertretersystem der zu dieser A¨qui-
valenzrelation geho¨rigen A¨quivalenzklassen. Es sei I3 außerdem so gewa¨hlt, dass das bei
dem Repra¨sentanten der unipotenten Konjugiertenklasse cG1,5 von G
F auftretende a Ele-
ment von I3 ist (vegleiche Tabelle 3.2 in Abschnitt 3.1). Ein Vertretersystem fu¨r die mit
c1,17 bezeichneten unipotenten Klassen ist durch die Elemente xα(1)xα+β(a′) gegeben,
wobei a′ die Menge I3 durchla¨uft. Auch hier treffen wir die Konvention, dass wir statt
c1,17 pra¨ziser c1,17(a′) schreiben (a′ ∈ I3), falls wir besonders betonen wollen, dass wir die
unipotente Konjugiertenklasse von BF mit dem Repra¨sentanten xα(1)xα+β(a′) meinen.
Gemischte Klassen
Eine Liste der Konjugiertenklassen von BF ist bereits in Tafel 3.8.2 in Geck [19] enthal-
ten. Die Zentralisatorordnungen der gemischten Klassen lassen sich analog zu den Zentra-
lisatordnungen der unipotenten Klassen berechnen (vergleiche Abschnitt 3.8 in [19]). Da
wir im Folgenden die Konjugiertenklassen von BF mehrfach beno¨tigen werden, sind der
Vollsta¨ndigkeit halber noch einmal sa¨mtliche Konjugiertenklassen von BF in Tabelle A.11
im Anhang aufgelistet.
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Zu den hier gewa¨hlten Bezeichnungen der Konjugiertenklassen ist folgendes zu sagen:
Wir haben zu jedem halbeinfachen Klassentyp hi von BF Repra¨sentanten angegeben (Ta-
belle A.9). Die Zentralisatoren dieser Repra¨sentanten seien fu¨r den Moment mit C(Fn
−1)
BF
bezeichnet. In Tabelle A.11 ist nun fu¨r jede unipotente Klasse von C(Fn
−1)
BF
mit Vertreter u
eine Zeile eingetragen, die zu den Klassen mit Repra¨sentant su geho¨rt, wobei s Repra¨sen-
tant einer Klasse des halbeinfachen Klassentyps hi aus Tabelle A.9 sei. Wir wollen eine
solche Familie von Klassen – analog zur Notation fu¨r GF – einen Klassentyp nennen.
Wir bezeichnen die Klassentypen mit ci,j , falls der halbeinfache Anteil zum halbeinfa-
chen Klassentyp hi geho¨rt. Mit dem zweiten Index j werden die unipotenten Klassen von
C(Fn
−1)
BF
durchgeza¨hlt. Wir haben hierbei auf die Sortierung nach fallender Zentralisator-
ordnung verzichtet, sondern die in [19] gewa¨hlte Reihenfolge beibehalten (die im Wesentli-
chen an den Fusionen der Klassen in GF orientiert ist). Wir beginnen allerdings weiterhin
immer mit j = 0, so dass ci,0 fu¨r die halbeinfachen Klassen des Typs hi steht. Wenn
wir die Klassen in einem Klassentyp genauer bezeichnen wollen, schreiben wir ci,j(i1, . . . ),
wobei die Parameter sich auf den halbeinfachen Anteil beziehen, wie in Tabelle A.9 fest-
gelegt. Wenn wir betonen wollen, dass der Klassentyp ci,j Konjugiertenklassen in B = BF
bezeichnet, so schreiben wir auch cBi,j .
Fusionen der Konjugiertenklassen von BF in GF
In diesem Abschnitt wollen wir die Fusionen der Konjugiertenklassen von B := BF in
G := GF bestimmen, d.h. wir suchen bezu¨glich der von uns gewa¨hlten Parametrisierung
der Konjugiertenklassen von B bzw.G eine explizite Beschreibung der Abbildung, die jeder
Konjugiertenklasse cB von B die Konjugiertenklasse cG von G zuordnet. Wir beweisen
hierzu den folgenden
3.2.1 Satz
Die Fusionen der Konjugiertenklassen von BF in GF sind durch die Tabelle A.12 im
Anhang gegeben.
Beweis: Die Fusionen der unipotenten Klassen wurden bereits in Geck [19] bestimmt. Den
dortigen Beweis auf Seite 90f ko¨nnen wir wo¨rtlich u¨bernehmen, wenn man zum Nachweis
der Konjugiertheit der drei Elemente u3 := xβ(1)x2α+β(−1), u′3 := xβ(1)x3α+β(1) und
xα+β(1)x3α+β(1) noch beachtet, dass
v1u
′
3v
−1
1 = xα+β(1)x3α+β(1) und (xα+β(1)x3α+β(1))
nα = u3
mit v1 := xα(1)nα h(1,−2, 1, 1)xα(−1)x3α+β(1/2) gilt.
Die Fusionen der gemischten Klassen vonBF ergeben sich folgendermaßen: Die Fusionen
der Klassen c2,0, c2,1, c2,2, c2,3, c2,4, c5,0, c5,3, c5,4, c6,0, c6,1, c11,0, c11,1, c12,0 in GF sind
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x ∈ GF y ∈ BF xyx−1 ∈ BF
nβ h2 h3
nβh(1,−1, 1, 1) h2xα(1) h3xα+β(1)
nβ h2x3α+2β(1) h3x3α+β(1)
nβh(1,−1, 1, 1) h2xα(1)x3α+2β(−1) h3xα+β(1)x3α+β(1)
nβh(1,−1, 1, 1) h2xα(1)x3α+2β(−ζ) h3xα+β(1)x3α+β(ζ)
nαnβ h2 h4
nαnβh(1,−1, 1, 1) h2x3α+2β(1) h4xβ(1)
nαnβh(1,−1, 1, 1) h2xα(1) h4x2α+β(1)
nαnβ h2xα(1)x3α+2β(−1) h4xβ(1)x2α+β(−1)
nαnβh(1, ζ−1, 1, 1) h2xα(1)x3α+2β(−ζ) h4xβ(1)x2α+β(−ζ)
nαnβnαh(−1, 1,−1,−1) h5(i)xβ(1) h5(i)x3α+2β(1)
nβh(−1, 1,−1,−1) h5(i)x3α+β(1) h5(i)x3α+2β(1)
nβ h7(i) h6(i)
nβ h7(i)xα+β(1) h6(i)xα(1)
nα h8(i) h7(i)
nαh(−1, 1,−1,−1) h8(i)x2α+β(1) h7(i)xα+β(1)
nα h9(i) h10
(
(q2 + q − 1)i)
nα h9(i)xβ(1) h10
(
(q2 + q − 1)i)x3α+2β(1)
nβ h11(i) h10(i)
nβ h11(i)x3α+2β(1) h10(i)x3α+β(1)
Tabelle 3.4: Zum Beweis der Fusionen der Konjugiertenklassen von B in G
wegen der Wahl der Repra¨sentanten in den Tabellen A.7 und A.11 offensichtlich. Die
Aussagen u¨ber die Fusionen der restlichen Konjugiertenklassen von BF ergeben sich aus
Tabelle 3.4.

3.3 Konjugiertenklassen einer Levi–Untergruppe
Dieser Abschnitt und der Abschnitt 3.5 dienen dazu, die Konjugiertenklassen einer maxi-
malen parabolischen Untergruppe P von GF zu berechnen. In diesem Abschnitt beginnen
wir damit, die Konjugiertenklassen einer Levi–Untergruppe von P zu bestimmen.
Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Es sei weiterhinG die in Kapitel 2 be-
schriebene einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ mit Dynkin–Diagramm D4
und F : G → G der dort konstruierte Frobeniusmorphismus. Auch in diesem Abschnitt
verlangen wir stets, dass q ungerade ist.
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Wir betrachten die Teilmenge J := {r1, r3, r4} von ∆. Es sei LP die Standard–Levi–
Untergruppe von G zur Menge J , also
LP = 〈T , Xr1 , X−r1 , Xr3 , X−r3 , Xr4 , X−r4〉,
wobei auf der rechten Seite das Untergruppenerzeugnis (als abstrakte oder algebraische
Untergruppe) von G gemeint ist. Dann ist LP eine zusammenha¨ngende reduktive alge-
braische Gruppe (30.2 in Humphreys [28]). Wegen ρr1 = r3, ρr3 = r4 und ρr4 = r1 ist LP
eine F–stabile Untergruppe, also eine rationale Levi–Untergruppe von G. Wir definieren
die Untergruppe LP von LP durch
LP := (LP )F = 〈TF , Xα , X−α〉
mit Xα und X−α wie auf Seite 47. Die Ordnung von LP ist:
|LP | = |(LP )F | = q3(q6 − 1)(q − 1).
LP ist als die Fixpunktmenge einer Frobeniusabbildung einer zusammenha¨ngenden re-
duktiven algebraischen Gruppe eine endliche Gruppe vom Lie–Typ. Zur Bestimmung der
Konjugiertenklassen von LP steht uns daher die Theorie u¨ber die Konjugiertenklassen der
endlichen Gruppen vom Lie–Typ zur Vefu¨gung. Wir ko¨nnen also a¨hnlich vorgehen wie bei
den Konjugiertenklassen von GF = 3D4(q). Bedingt durch den kleinen Rang von LP sind
die Rechnungen jedoch viel einfacher als bei GF = 3D4(q), so dass wir uns hier relativ
kurz fassen wollen.
Maximale Tori
Wie man am Dynkin–Diagramm des Wurzelsystems D4 ablesen kann, ist die Weylgruppe
WLP von LP das direkte Produkt dreier Weylgruppen vom Typ A1. Genauer gilt:
WLP = 〈wr1 , wr3 , wr4〉 = 〈wr1〉 × 〈wr3〉 × 〈wr4〉 ∼= Z2 × Z2 × Z2.
Unter Beachtung von
wFr1 = wr3 , w
F
r3 = wr4 und w
F
r4 = wr1
lassen sich die F–Klassen von WLP ausrechnen, und man erha¨lt: Es gibt in WLP genau
zwei F–Klassen. Wir haben deren Vertreter so gewa¨hlt, dass sie mit den Vertretern w0 = 1
und w2 = wr1wr3wr4 der F–Klassen vonW u¨bereinstimmen. Somit gibt es in LP = (LP )
F
bis auf (LP )F –Konjugation genau zwei maximale Tori, na¨mlich
TF0 = T
F und TF2 = T
(Fw−12 )
(vergleiche Tabelle A.4 im Anhang). Also gilt:
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3.3.1 Satz (Maximale Tori von LP )
In LP gibt es genau zwei Konjugiertenklassen von maximalen Tori. Eine Beschreibung
von Repra¨sentanten dieser beiden Konjugiertenklassen als Fixpunkte in T von getwisteten
Frobeniusmorphismen ist in Tabelle A.14 im Anhang gegeben.
Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. 
Halbeinfache Konjugiertenklassen
Es gibt in LP genau drei halbeinfache Klassentypen h1, h2 und h3: Der halbeinfache Klas-
sentyp h1 besteht genau aus den zentralen Klassen von LP , wa¨hrend h2 und h3 aus den
regula¨ren halbeinfachen Klassen bestehen. Ein Vertretersystem der halbeinfachen Konju-
giertenklassen von LP = (LP )F erha¨lt man, indem man fu¨r die beiden maximalen Tori
TF0 und T
F
2 die Bahnen von Wi ∩WLP auf TFi berechnet. Wir halten in einem Satz fest:
3.3.2 Satz (Halbeinfache Klassen von LP )
In LP gibt es genau drei halbeinfache Klassentypen. Repra¨sentanten fu¨r die zugeho¨rigen
halbeinfachen Konjugiertenklassen von LP sind in Tabelle A.15 im Anhang gegeben.
Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. 
Wenn wir betonen wollen, dass wir mit hi eine Vereinigung von Konjugiertenklassen in
LP meinen, so schreiben wir auch h
LP
i .
Parametrisierung der halbeinfachen Klassen
Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von LP nehmen wir analog zur Parame-
trisierung der halbeinfachen Klassen von GF vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.16 im Anhang aufgefu¨hrt.
Unipotente Konjugiertenklassen
Die Operation des maximalen Torus TF von LP = (LP )F auf der Wurzeluntergruppe Xα
von LP = (LP )F besitzt genau 2 Bahnen. Somit gibt es in LP genau 2 unipotente Konju-
giertenklassen. Als Repa¨sentanten wa¨hlen wir 1 und xα(1). Wir wollen noch kurz den Zen-
tralisator von xα(1) in LP bestimmen. Unter Benutzung der Relationen aus Abschnitt 2.3
erha¨lt man:
CLP (xα(1)) = {h(t, t2, t, t)xα(u) | t, u ∈ F, tq−1 = 1, uq
3
= u}.
Insbesondere gilt: |CLP (xα(1)) | = q3(q − 1).
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Gemischte Klassen
Da alle halbeinfachen Elemente von LP = (LP )F entweder zentral oder regula¨r sind, ist
die Kenntnis der halbeinfachen und unipotenten Klassen von LP gleichbedeutend mit
der Kenntnis sa¨mtlicher Konjugiertenklassen von LP , so dass wir diese Klassen nun alle
angeben ko¨nnen.
3.3.3 Satz (Konjugiertenklassen von LP )
Die Standard–Levi–Untergruppe LP besitzt genau q
4 − q3 + q − 1 Konjugiertenklassen.
Ein Vertretersystem fu¨r die Konjugiertenklassen ist in Tabelle A.17 im Anhang gegeben.
Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. Die Aussage u¨ber die Anzahl der Konju-
giertenklassen folgt aus Tabelle A.15 im Anhang. 
Die Bezeichnung der Klassentypen von LP = (LP )F in Tabelle A.17 nehmen wir wie bei
GF = 3D4(q) vor (vergleiche den Unterabschnitt ”Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.1).
Wenn wir betonen wollen, dass der Klassentyp ci,j Konjugiertenklassen in LP bezeichnet,
so schreiben wir auch cLPi,j .
3.4 Konjugiertenklassen einer weiteren Levi–Untergruppe
In diesem Abschnitt benutzen wir die Methoden aus dem vorigen Abschnitt, um die Kon-
jugiertenklassen eines weiteren Levi–Komplements zu berechnen. Wir werden diese bei der
Berechnung der Konjugiertenklassen einer weiteren maximalen parabolischen Untergruppe
von GF beno¨tigen. Da die Rechnungen und Argumente analog zu denen im vorangegan-
genen Abschnitt verlaufen (und teilweise sogar einfacher sind), fassen wir uns in diesem
Abschnitt kurz und geben hier nur die Ergebnisse an.
Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Es sei weiterhinG die in Kapitel 2 be-
schriebene einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ mit Dynkin–Diagramm D4
und F : G → G der dort konstruierte Frobeniusmorphismus. Auch in diesem Abschnitt
verlangen wir stets, dass q ungerade ist.
Wir betrachten die Teilmenge J := {r2} von ∆. Die Standard–Levi–Untergruppe vonG
zur Menge J bezeichnen wir mit LQ, also
LQ = 〈T , Xr2 , X−r2〉,
wobei auf der rechten Seite das Untergruppenerzeugnis (als abstrakte oder algebraische
Untergruppe) vonG gemeint ist. Dann ist LQ eine zusammenha¨ngende reduktive algebrai-
sche Gruppe (30.2 in Humphreys [28]). Wegen ρr2 = r2 ist LP eine F–stabile Untergruppe,
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also eine rationale Levi–Untergruppe von G. Wir definieren die Untergruppe LQ von LQ
durch:
LQ := (LQ)F = 〈TF , Xβ , X−β〉.
Die Ordnung von LQ ist:
|LQ| = |(LQ)F | = q(q3 − 1)(q2 − 1).
Maximale Tori
Wie man am Dynkin–Diagramm des Wurzelsystems D4 ablesen kann, ist die Weylgruppe
WLQ von LQ eine Weylgruppen vom Typ A1. Genauer gilt:
WLQ = 〈wr2〉 ∼= Z2.
Es gibt in WLQ genau zwei F–Klassen. Als Vertreter kann man w0 = 1 und w1 = wr2
wa¨hlen. Somit gibt es in LQ = (LQ)F bis auf (LQ)F –Konjugation genau zwei maximale
Tori, na¨mlich den Standardtorus TF0 = T
F und einen weiteren, getwisteten Torus TF1
(siehe Tabelle A.4 im Anhang). Also gilt:
3.4.1 Satz (Maximale Tori von LQ)
In LQ gibt es genau zwei Konjugiertenklassen von maximalen Tori. Eine Beschreibung
von Repra¨sentanten dieser beiden Konjugiertenklassen als Fixpunkte in T von getwisteten
Frobeniusmorphismen ist in Tabelle A.19 im Anhang gegeben.
Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.3.1. 
Halbeinfache Konjugiertenklassen
Es gibt in LQ genau drei halbeinfache Klassentypen h1, h2 und h3: Der halbeinfache Klas-
sentyp h1 besteht genau aus den zentralen Klassen von LQ, wa¨hrend h2 und h3 aus den
regula¨ren halbeinfachen Klassen bestehen. Ein Vertretersystem der halbeinfachen Konju-
giertenklassen von LQ = (LQ)F erha¨lt man, indem man fu¨r die beiden maximalen Tori
TF0 und T
F
1 die Bahnen von Wi ∩WLQ auf TFi berechnet. Wir halten in einem Satz fest:
3.4.2 Satz (Halbeinfache Klassen von LQ)
In LQ gibt es genau drei halbeinfache Klassentypen. Repra¨sentanten fu¨r die zugeho¨rigen
halbeinfachen Konjugiertenklassen von LQ sind in Tabelle A.20 im Anhang gegeben.
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Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.3.2. 
Wenn wir betonen wollen, dass wir mit hi eine Vereinigung von Konjugiertenklassen in
LQ meinen, so schreiben wir auch h
LQ
i .
Parametrisierung der halbeinfachen Klassen
Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von LQ nehmen wir analog zur Parame-
trisierung der halbeinfachen Klassen von GF vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.21 im Anhang aufgefu¨hrt.
Unipotente und gemischte Klassen
Die Bestimmung der unipotenten und gemischten Konjugiertenklassen von LQ verla¨uft
analog zur Bestimmung der unipotenten und gemischten Konjugiertenklassen von LP .
Das Ergebnis ist in folgendem Satz zusammengefasst:
3.4.3 Satz (Konjugiertenklassen von LQ)
Die Standard–Levi–Untergruppe LQ besitzt genau q
4 + q3 − q − 1 Konjugiertenklassen.
Ein Vertretersystem fu¨r die Konjugiertenklassen ist in Tabelle A.22 im Anhang gegeben.
Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.3.3. 
Die Bezeichnung der Klassentypen von LQ = (LQ)F in Tabelle A.22 nehmen wir wie bei
GF = 3D4(q) vor (vergleiche den Unterabschnitt ”Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.1).
Wenn wir betonen wollen, dass der Klassentyp ci,j Konjugiertenklassen in LP bezeichnet,
so schreiben wir auch cLQi,j .
3.5 Konjugiertenklassen einer maximalen parabolischen Un-
tergruppe
In diesem Abschnitt werden die Konjugiertenklassen einer maximalen parabolischen Un-
tergruppe P von GF bestimmt. Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Es sei
weiterhin G die in Kapitel 2 beschriebene einfache algebraische Gruppe von adjungiertem
Typ mit Dynkin–Diagramm D4 und F : G→ G der dort konstruierte Frobeniusmorphis-
mus. Auch in diesem Abschnitt verlangen wir stets, dass q ungerade ist.
Wir betrachten die Teilmenge J := {r1, r3, r4} von ∆. Es sei P die Standard–parabolische–
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Untergruppe von G zur Menge J , also
P = 〈B , nr1 , nr3 , nr4〉,
wobei auf der rechten Seite das Untergruppenerzeugnis (als abstrakte oder algebraische
Untergruppe) von G gemeint ist. P ist eine zusammenha¨ngende abgeschlossene Unter-
gruppe von G, die wegen ρr1 = r3, ρr3 = r4 und ρr4 = r1 zusa¨tzlich F–stabil ist. Also
ist P eine rationale parabolische Untergruppe von G. Wir definieren die Untergruppe
P := (P)F = 〈BF , nα〉.
Also ist P eine parabolische Untergruppe der endlichen Gruppe G = GF = 3D4(q). Fu¨r
die Ordnung von P gilt:
|P | = |PF | = q12(q6 − 1)(q − 1).
Als parabolische Untergruppen besitzen P und P eine besonders wichtige gruppentheore-
tische Eigenschaft, die durch den folgenden Satz beschrieben wird:
3.5.1 Satz (Levi–Zerlegung von P und P )
Es seien wie oben
LP = 〈T , Xr1 , X−r1 , Xr3 , X−r3 , Xr4 , X−r4〉
und
LP = (LP )F = 〈TF , Xα , X−α〉
mit Xα und X−α wie auf Seite 47. Es seien ferner:
UP :=
∏
r∈Φ+
r 6=r1,r3,r4
Xr
und
UP := (UP )
F = XβXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β .
Dann ist P das semidirekte Produkt:
P = LP nUP ,
und P ist das semidirekte Produkt:
P = LP n UP .
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Beweis: Dies folgt aus Proposition 2.6.4 in Carter [7], wenn man noch beachtet, dass G
und G = GF Gruppen mit zerfallenden BN–Paaren sind. 
Die unipotente Untergruppe UP von P bzw. UP von P heißt das unipotente Radikal von
P beziehungsweise P . Die Untergruppe LP von P beziehungsweise LP von P heißt ein
Levi–Komplement von P beziehungsweise P .
Da wir die Konjugiertenklassen von LP bereits kennen, liegt es nahe, LP als Faktor
von P aufzufassen und die Konjugiertenklassen von P dadurch zu bestimmen, dass man
untersucht, wie die Konjugiertenklassen dieses Faktors in P aufspalten. Genau dies soll in
den na¨chsten Unterabschnitten untersucht werden.
Maximale Tori
Wie man dem Beweis von Proposition 3.3.3 in Carter [7] entnehmen kann, ist ein Vertre-
tersystem der LP –Konjugiertenklassen der F–stabilen maximalen Tori von LP auch ein
Vertretersystem der P–Konjugiertenklassen der F–stabilen maximalen Tori von P. Somit
besteht ein Vertretersystem der P–Konjugiertenklassen der F–stabilen maximalen Tori
von P genau aus den in Tabelle A.14 im Anhang aufgefu¨hrten Tori.
Halbeinfache Konjugiertenklassen
Wir gehen bei der Bestimmung der halbeinfachen Konjugiertenklassen von P = PF a¨hnlich
vor wie bei BF und GF . Ziel dieses Unterabschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:
3.5.2 Satz (Halbeinfache Klassentypen von P )
Die parabolische Untergruppe P = PF besitzt genau 12 halbeinfache Klassentypen. Ver-
treter fu¨r die zu diesen halbeinfachen Klassentypen geho¨rigen Konjugiertenklassen ko¨nnen
so gewa¨hlt werden wie in Tabelle A.23 im Anhang angegeben.
Beweis: Jedes halbeinfache Element aus P ist zu einem Element aus dem maximalen
TorusTF0 oder dem maximalen TorusT
F
2 in P konjugiert (dies folgt aus Digne–Michel [15],
Corollary 0.12 und Corollary 3.16 sowie aus Proposition 3.3.3 in Carter [7], angewandt auf
die zusammenha¨ngende F–stabile algebraische Gruppe P). Insbesondere ist also jedes
halbeinfache Element aus P konjugiert in P zu einem halbeinfachen Element aus LP .
Sind zwei Elemente x, y ∈ LP zueinander in P konjugiert, so sind sie bereits zueinander
in LP konjugiert (fasse LP als Faktor von P auf). Hieraus folgt, dass ein Vertretersystem
der halbeinfachen Konjugiertenklassen von LP auch ein Vertretersystem der halbeinfachen
Konjugiertenklassen von P ist.
Geho¨ren zwei halbeinfache Klassen von LP zu unterschiedlichen halbeinfachen Klas-
sentypen von LP , so geho¨ren sie auch zu unterschiedlichen halbeinfachen Klassentypen
Konjugiertenklassen einer maximalen parabolischen Untergruppe 71
von P (fasse LP als Faktor von P auf). Umgekehrt kann es allerdings passieren, dass
halbeinfache Klassen von LP , die zum gleichen halbeinfachen Klassentyp von LP geho¨ren,
zu unterschiedlichen halbeinfachen Klassentypen von P geho¨ren.
Wir mu¨ssen also noch die halbeinfachen Klassentypen der halbeinfachen Klassen von
LP in P bestimmen. (In etwas unpra¨ziserer Ausdrucksweise: Wir mu¨ssen die ”Aufspaltung
der halbeinfachen Klassentypen“ von LP in P bestimmen.) Hierzu benutzen wir neben
der Kenntnis der Konjugiertenklassen von LP auch die Kenntnis der Konjugiertenklassen
von B.
Wir bestimmen zuna¨chst fu¨r die zentralen Klassen von LP (vergleiche Tabelle A.15 und
Tabelle A.17 im Anhang) mit Vertretern
h(t, t2, t, t) , t ∈ F , tq−1 = 1
die Zentralisatoren in P sowie in P. Fu¨r die Bestimmung des Zentralisators in P ist auf
Grund der Levi–Zerlegung nur zu untersuchen, mit welchen Elementen
b := xβ(s2)xα+β(s3)x2α+β(s4)x3α+β(s5)x3α+2β(s6)
aus dem unipotenten Radikal sie vertauschen. Die Gleichung bh(t, t2, t, t) = h(t, t2, t, t)b
ist a¨quivalent zu folgendem Gleichungssystem:
−si + tsi = 0 , i = 2, . . . , 5 ,
−s6 + t2s6 = 0 .
Fu¨r die Zentralisatoren erha¨lt man somit:
CP (h(1, 1, 1, 1)) = P ,
CP (h(−1, 1,−1,−1)) = 〈LP , X3α+2β〉 ,
CP
(
h(t, t2, t, t)
)
= LP
fu¨r tq−1 = 1, t2 6= 1.
Eine analoge Rechnung in G liefert:
CP (h(1, 1, 1, 1)) = P ,
CP (h(−1, 1,−1,−1)) = 〈LP , Xr12〉 ,
CP
(
h(t, t2, t, t)
)
= LP
fu¨r tq−1 = 1, t2 6= 1.
Dies liefert die halbeinfachen Klassentypen h1, h2 und h4 in Tabelle A.23. (Diese drei
halbeinfachen Klassentypen sind paarweise verschieden, da die zugeho¨rigen Zentralisato-
ren P, LPXr12 und LP in P wegen ihrer unterschiedlichen Dimensionen paarweise nicht
konjugiert sind.)
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Als na¨chstes wollen wir fu¨r die nicht–zentralen halbeinfachen Klassen von LP , deren
Vertreter in TF0 liegen, die halbeinfachen Klassentypen in P bestimmen. Hierzu machen
wir folgende einfache Beobachtung: Das Element nα := nr1nr3nr4 ist inW
F enthalten und
operiert somit per Konjugation auf TF0 . Liegen zwei Elemente s1, s2 ∈ TF0 in Konjugier-
tenklassen von gleichem halbeinfachem Klassentyp, so gilt dies auch fu¨r nαs1 und nαs1.
Also liefert die Operation von nα auf TF0 per Konjugation von links eine Operation von nα
auf denjenigen halbeinfachen Klassentypen von BF , die aus Konjugiertenklassen mit Ver-
tretern in TF0 bestehen. Es sei h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) ein solcher Vertreter, also t
q3−1
1 = t
q−1
1 = 1,
t2 6= t21. Dann ist der Zentralisator CP(h(t1, t2, tq1, tq
2
1 )) in B enthalten. Da wir die halbein-
fachen Klassentypen von B gema¨ß Tabelle A.8 als bekannt voraussetzen ko¨nnen, berechnen
wir zuna¨chst die Bahnen von nα := nr1nr3nr4 auf den halbeinfachen Klassentypen von B
F .
Diese Bahnen ergeben sich aus Tabelle 3.5. Die Aussagen in dieser Tabelle ergeben sich
aus Tabelle 3.6 und Tabelle A.8 im Anhang.
hBi h
B
1 h
B
2 h
B
3 h
B
4 h
B
5 h
B
6 h
B
7 h
B
8 h
B
9 h
B
10 h
B
11 h
B
12
nαhBi h
B
1 h
B
4 h
B
3 h
B
2 h
B
5 h
B
6 h
B
8 h
B
7 h
B
10 h
B
9 h
B
11 h
B
12
Tabelle 3.5: Operation von nα auf den halbeinfachen Klassentypen von BF
Typ Repra¨sentant h nαh
hB3 h(−1,−1,−1,−1) h(1,−1, 1, 1)
hB5 h(t, 1, t
q , tq
2
) h(t−1, 1, (t−1)q , (t−1)q
2
)
tq
2+q+1 = 1, t 6= 1
hB7 h(t, t, t, t) h(1, t, 1, 1)
tq−1 = 1, t2 6= 1
hB9 h(t
2, tq
2+q+1, t2q , t2q
2
) h(tq
2+q−1, (tq
2+q−1)q
2+q+1, (tq
2+q−1)q , (tq
2+q−1)q
2
)
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
hB11 h(t, 1, t
q , tq
2
) h(t−1, 1, (t−1)q , (t−1)q
2
)
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
hB12 h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) h(t2t
−1
1 , t2, (t2t
−1
1 )
q , (t2t
−1
1 )
q2 )
tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1;
t1 6= 1, t2; t2 6= 1, t21; tq
2+q+1
1 6= t2, t22
Tabelle 3.6: Zur Bestimmung der halbeinfachen Klassentypen von P
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Dies liefert die halbeinfachen Klassentypen h3, h5, h6, h7, h8 und h9 in Tabelle A.23.
Wa¨hlt man Vertreter h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) fu¨r die zu diesen halbeinfachen Klassentypen geho¨ri-
gen halbeinfachen Konjugiertenklassen wie in Tabelle A.23, so sind die Zentralisatoren
CP(h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )) in B enthalten, insbesondere gilt:
CP(h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )) = CB(h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )) und
CP (h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )) = CB(h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ))
Die Zentralisatoren auf der rechten Seite dieser Gleichungen lassen sich mit den Relationen
aus Abschnitt 2.3 ausrechnen. Dass die halbeinfachen Klassentypen h3, h5, h6, h7, h8 und
h9 in Tabelle A.23 paarweise verschieden sind, folgt nun aus den Zentralisatorordnungen
|CP (h(t1, t2, tq1, tq
2
1 ))| und der Tatsache, dass Xr12 von P normalisiert wird.
Zum Schluss wollen wir noch die halbeinfachen Klassentypen von P bestimmen, die aus
Konjugiertenklassen mit Vertretern in TF2 bestehen. Es sei h(t, t
q3+1, tq
4
, tq
2
) ein solcher
Vertreter, also t(q
3+1)(q−1) = 1, tq−1 6= 1. Wir bestimmen zuna¨chst die Zentralisatoren von
h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) in P sowie in P. Fu¨r tq
3+1 6= 1 und tq−1 6= 1 wissen wir bereits aus
Tabelle A.5 im Anhang, dass h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) regula¨r in G ist. Somit hat man:
CP(h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) = T2 und
CP (h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) = TF2 .
fu¨r t(q
3+1)(q−1) = 1, tq3+1 6= 1 und tq−1 6= 1.
Die Zentralisatoren CG(h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
)) und CG(h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
)) fu¨r tq
2−q+1 = 1,
t 6= 1 haben wir bereits bei der Bestimmung der gemischten Klassen von G = GF in
Abschnitt 3.1 berechnet. Wir erhalten daraus:
CP(h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) = T2Xr2Xr11Xr12 und
CP (h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) = TF2 X˜
fu¨r tq
2−q+1 = 1, t 6= 1. Hierbei ist X˜ definiert als die Menge aller xβ(s)x3α+β(sq)x3α+2β(r)
mit r, s ∈ F, s Nullstelle des Polynoms Xq2+X, r Nullstelle des Polynoms Xq−X−sq2+q.
Auf analoge Weise erha¨lt man die Zentralisatoren fu¨r tq
3+1 = 1, tq
2−q+1 6= 1, t2 6= 1:
CP(h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) = T2Xr12 und
CP (h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) = TF2 X3α+2β.
Dies liefert die halbeinfachen Klassentypen h10, h11 und h12 aus Tabelle A.23. Die
paarweise Verschiedenheit dieser drei Klassentypen folgt aus den unterschiedlichen Di-
mensionen der Zentralisatoren in P. Damit sind die Aussagen u¨ber die halbeinfachen
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Klassentypen in Tabelle A.23 bewiesen. Die Aussagen u¨ber die Anzahlen der Konjugier-
tenklassen in den einzelnen halbeinfachen Klassentypen ergeben sich aus der Operation
von nα auf den maximalen Tori (vergleiche Tabelle 3.6). Damit sind alle Aussagen aus
Tabelle A.23 und damit Satz 3.5.2 vollsta¨ndig bewiesen. 
Damit haben wir die halbeinfachen Konjugiertenklassen von P bestimmt. Hinsichtlich
der Bezeichnung der halbeinfachen Klassentypen hi von P gehen wir wie u¨blich vor: Wenn
wir betonen wollen, dass der halbeinfache Klassentyp hi eine Vereinigung von Konjugier-
tenklassen in P bezeichnet, so schreiben wir auch hPi .
Parametrisierung der halbeinfachen Klassen
Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von P = PF nehmen wir analog zur Para-
metrisierung der halbeinfachen Klassen von GF vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.24 im Anhang aufgefu¨hrt.
Unipotente Konjugiertenklassen
Es soll in diesem Unterabschnitt beschrieben werden, wie sich die unipotenten Konjugier-
tenklassen von P = PF bestimmen lassen, d.h. ihre Vertreter und deren Zentralisatorord-
nungen in P . Dies ist die schwierigste Aufgabe bei der Bestimmung der Konjugiertenklas-
sen von P . Hierzu gehen wir wie folgt vor: Die unipotenten Elemente in P sind genau die
p–Elemente von P , also die Elemente von P , deren Ordnung eine Potenz von p ist. Da
U = UF = XαXβXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β
eine p-Sylowgruppe von P ist, ko¨nnen wir fu¨r jede unipotente Konjugiertenklasse von P
einen Vertreter finden, der in U liegt. Zur Bestimmung eines Vertretersystems der unipo-
tenten Klassen genu¨gt es also, sich zu u¨berlegen, wie die unipotenten Konjugiertenklassen
cB1,0, c
B
1,1, . . . , c
B
1,18, von B = B
F , die wir bereits aus Abschnitt 3.2 kennen (vergleiche
Tabelle A.10 im Anhang), in P fusionieren.
Im Einzelnen wurden die Berechnungen so vorgenommen: Es durchlaufe x die Vetreter
der unipotenten Konjugiertenklassen cB1,0, c
B
1,1, . . . , c
B
1,18 von B wie man sie der Tabelle
A.10 entnehmen kann. Falls ohne gro¨ßeren Aufwand mo¨glich, wird zuna¨chst der Zentrali-
sator von x in P bestimmt. Insbesondere fu¨r Klassen, die im unipotenten Radikal UP von
P enthalten sind, la¨sst sich aus der Zentralisatorordnung bereits viel u¨ber die mo¨glichen
Fusionen aussagen, in vielen Fa¨llen ist hierdurch sogar bereits die Fusion eindeutig festge-
legt. Ist dies nicht der Fall, so werden die verschiedenen Vertreter der Konjugiertenklassen
von B auf Konjugiertheit in P getestet. Selbstversta¨ndlich genu¨gt es, nur solche Vertreter
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auf Konjugiertheit in P zu untersuchen, deren Konjugiertenklassen in die gleiche Kon-
jugiertenklasse von 3D4(q) fusionieren. (Diese Fusionen ko¨nnen Tabelle A.12 im Anhang
entnommen werden.) Hieraus kann man dann bestimmen, welche der unipotenten Klassen
von B in eine einzige Klasse von P fusionieren.
3.5.3 Bemerkung
Es wa¨re sehr wu¨nschenswert, die bei den Zentralisator– und Fusionsberechnungen auf-
tretenden polynomialen Gleichungssysteme automatisch (per Computer) lo¨sen zu ko¨nnen.
Insbesondere bei den getwisteten Chevalleygruppen, wie beispielsweise den Steinbergschen
Trialita¨tsgruppen, treten in diesen polynomialen Gleichungssystemen jedoch ha¨ufig Poly-
nome auf, deren Exponenten von q, also vom Frobeniusmorphismus F abha¨ngen. Dies
erkennt man bereits an den Kommutatorrelationen in Tabelle 2.3. Es scheint nicht oh-
ne Weiteres vorstellbar, solche Systeme automatisch lo¨sen zu ko¨nnen. Selbst von Hand
sind solche Systeme (selbst bei kleiner Gleichungs– und Variablenanzahl) ha¨ufig nur sehr
schwer lo¨sbar. Man vergleiche hierzu auch die Bemerkungen in Abschnitt 3.9 in Geck [19].
Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:
3.5.4 Satz (Unipotente Klassen von P )
Die parabolische Untergruppe P = PF besitzt genau q+11 unipotente Konjugiertenklas-
sen. Repra¨sentanten und Zentralisatorordnungen sind wie zu Beginn der Tabelle A.25 im
Anhang angegeben.
Beweis: Um Mehrdeutigkeiten in der Bezeichnung der unipotenten Klassen von B, P
bzw. G zu vermeiden, bezeichnen wir in diesem Beweis die Konjugiertenklassen von P
(die in Tabelle A.25 mit c1,j , j = 0, . . . , 10 bezeichnet sind) auch mit cP1,j .
Wir beschreiben nun die zur Berechnung der Fusionen und Zentralisatoren no¨tigen Be-
rechnungen fu¨r jede unipotente Klasse cB1,j von B:
cB1,0:
Dies ist die Konjugiertenklasse des Einselements, so dass die Zentralisatorordnung durch
|P | = q12(q6 − 1)(q − 1)
gegeben ist.
cB1,1:
Der Repra¨sentant dieser Klasse ist x := x3α+2β(1). Er wird zentralisiert von U = UF , so
dass man nur testen muss, welche Elemente b der Form b = xα(r)nαh(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) das
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Element x zentralisieren. Die Gleichung bx = xb ist a¨quivalent zu:
t2 = 1.
Dies liefert:
|CP (x)| = q12(q3 − 1) + q12(q3 − 1)q3 = q12(q6 − 1).
Wie man an den Zentralisatorordnungen ablesen kann, ist also insbesondere
CP (x) = CG(x).
Man beachte, dass die Konjugiertenklasse von x in P genau q−1 Elemente umfasst ebenso
wie die Konjugiertenklasse von x in B, d.h. die Konjugiertenklasse von x in B stimmt mit
der von x in P u¨berein. Als Konsequenz hieraus ergibt sich, dass die Klassen cB1,2 und c
B
1,3
in P nicht in die gleiche Klasse wie cB1,1 fusionieren ko¨nnen.
cB1,2 und c
B
1,3:
Die Repra¨sentanten dieser Klassen sind x := x3α+β(1) und y := xβ(1). Wegen n−1α xnα = y
fallen diese beiden Klassen in P zusammen. Da cB1,2 und c
B
1,3 im unipotenten Radikal UP
von P enthalten sind und dieses normal in P ist, ist die Konjugiertenklasse von x in P
genau die Vereinigung von cB1,2 und c
B
1,3. Fu¨r die Zentralisatorordnung ergibt sich also:
|CP (x)| = |P ||cB1,2|+ |cB1,3|
=
q12(q6 − 1)(q − 1)
q(q3 + 1)(q − 1) = q
11(q3 − 1) = |CB(x)|.
cB1,4, c
B
1,5 und c
B
1,6:
Es soll zuna¨chst der Zentralisator des Vertreters x := x2α+β(1) der Klasse cB1,4 berechnet
werden. x wird zentralisiert von allen Wurzeluntergruppen, die in U = UF enthalten
sind, außer von Xα und Xα+β . Es muss also nur getestet werden, welche Elemente b der
Form b = xα(r)nαh(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )xα(s)xα+β(t) das Element x zentralisieren. Die Gleichung
bx = xb fu¨hrt auf die Gleichung:
tq
2+q−1
1 t
−1
2 = 0,
was wegen t1, t2 6= 0 nicht erfu¨llt ist. Also gilt:
|CP (x)| = |CB(x)| = q10(q − 1).
Bezeichnet cP1,3 die Konjugiertenklasse von x in P , so erha¨lt man fuer die La¨nge von c
P
1,3:
|cP1,3| =
|P |
|CP (x)| =
q12(q6 − 1)(q − 1)
q10(q − 1) = q
2(q6 − 1) = |cB1,4|+ |cB1,5|+ |cB1,6|.
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Da cB1,4, c
B
1,5 und c
B
1,6 im unipotenten Radikal von P enthalten sind, und u¨berdies die
einzigen Konjugiertenklassen im unipotenten Radikal von P sind, die nach cG1,2 fusionieren,
gilt somit: cP1,3 = c
B
1,4 ∪ cB1,5 ∪ cB1,6. Insbesondere fusionieren also die Klassen cB1,4, cB1,5 und
cB1,6 alle nach c
P
1,3.
cB1,7:
Der Repra¨sentant dieser Klasse ist x := xα(1). Wegen x ∈ LP ko¨nnen wir aus Tabelle A.17
bereits ablesen, dass CP (x) ⊆ B gilt. Also hat man:
|CP (x)| = |CB(x)| = q7(q − 1).
cB1,8, c
B
1,9, c
B
1,10 und c
B
1,12:
Es soll zuna¨chst der Zentralisator des Repra¨sentanten x := xβ(1)x3α+β(1) der Klasse
cB1,8 berechnet werden. x wird zentralisiert von den Wurzeluntergruppen Xα+β,X2α+β und
X3α+2β und den Elementen
nαh(t,−1, tq, tq2)xβ(s)x3α+β(s+ 1)
mit s, t ∈ F, sq = s und tq2+q+1 = 1. Letzteres verifiziert man durch Nachrechnen unter
Benutzung der Relationen aus Abschnitt 2.3. Somit gilt:
|CP (x)| ≥ |CB(x)|+ q3 · q3 · q · q · (q2 + q + 1) = 2q8(q2 + q + 1).
Aus den Fusionen in Tabelle A.12 und den Zentralisatorordnungen in Tabelle A.7 wissen
wir aber, dass |CG(x)| = 2q8(q2 + q + 1) gilt. Also gilt CP (x) = CG(x) und
|CP (x)| = 2q8(q2 + q + 1).
Bezeichnet cP1,5 die Konjugiertenklasse von x in P , so erha¨lt man fu¨r die La¨nge von c
P
1,5:
|cP1,5| =
|P |
|CP (x)| =
q4
2
(q3 + 1)(q − 1)2 = |cP1,8|+ |cP1,9|+ |cP1,10|+
∑
(i,b)∈I1
|cP1,12(i, b)|.
Da cB1,8, c
B
1,9, c
B
1,10 und c
B
1,12(i, b) im unipotenten Radikal von P enthalten sind, und u¨ber-
dies die einzigen Konjugiertenklassen im unipotenten Radikal von P sind, die nach cG1,3
fusionieren, gilt somit: cP1,5 = c
B
1,8 ∪ cB1,9 ∪ cB1,10
⋃
(i,b)∈I1 c
B
1,12(i, b). Insbesondere fusionieren
also die Klassen cB1,8, c
B
1,9, c
B
1,10 und c
B
1,12(i, b) alle nach c
P
1,5.
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cB1,11:
Der Repra¨sentant dieser Klasse ist x := xα(1)x3α+2β(−1). Wegen x ∈ LP ko¨nnen wir aus
Tabelle A.17 bereits ablesen, dass CP (x) ⊆ B gilt. Also hat man:
|CP (x)| = |CB(x)| = 2q7.
cB1,13, c
B
1,14 und c
B
1,16:
Der Repra¨sentant der Klasse cB1,14 ist x := xα+β(1)x3α+β(ζ). Es soll zuna¨chst eine untere
Schranke fu¨r die Ordnung des Zentralisators CP (x) bestimmt werden. Wir wissen, dass x
im unipotenten Radikal von P enthalten ist und dass cB1,14 in die Klasse c
G
1,4 vonG =
3D4(q)
fusioniert. Die einzigen Konjugiertenklassen, die im unipotenten Radikal von P enthalten
sind und nach cG1,4 fusionieren, sind die Klassen c
B
1,13, c
B
1,14 und c
B
1,16. Bezeichnet c
P
1,7 die
Konjugiertenklasse von x in P , so ist also cP1,7 eine Vereinigung der Klassen c
B
1,14 und
gewisser der Klassen cB1,13 und c
B
1,16. Man erha¨lt somit die folgende Abscha¨tzung:
|cP1,7| ≤ |cB1,13|+ |cB1,14|+
∑
(i,b)∈I2
|cB1,16(i, b)| =
q4
2
(q3 − 1)(q2 − 1).
Fu¨r die Zentralisatorordnung ergibt sich damit folgende untere Schranke:
|CP (x)| ≥ q
12(q6 − 1)(q − 1)
q4
2 (q
3 − 1)(q2 − 1)
= 2q8(q2 − q + 1).
Die rechte Seite dieser Ungleichung ist aber genau die Ordnung des Zentralisators CG(x)
von x in G = 3D4(q). Somit hat man in den obigen Ungleichungen Gleichheit, und man
erha¨lt insbesondere CP (x) = CG(x). Es folgt weiter, dass cG1,4 die Vereinigung sa¨mtlicher
Klassen cB1,13, c
B
1,14 und c
B
1,16 ist, d.h. alle Klassen c
B
1,13, c
B
1,14 und c
B
1,16 fusionieren nach c
G
1,4.
cB1,15:
Der Repra¨sentant dieser Klasse ist x := xα(1)x3α+2β(−ζ). Wegen x ∈ LP ko¨nnen wir aus
Tabelle A.17 bereits ablesen, dass CP (x) ⊆ B gilt. Also hat man:
|CP (x)| = |CB(x)| = 2q7.
cB1,17:
Die Repra¨sentanten dieser Klassen sind x(a′) := xα(1)xα+β(a′), mit a′ ∈ I3. Sie werden
zentralisiert von X3α+β und X3α+2β. Um diese Vertreter auf Konjugiertheit in P zu testen,
genu¨gt es also mit Elementen b der Form
b = xα(r)nαh(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )xα(s)xβ(t)xα+β(u)x2α+β(v)
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zu konjugieren. Durch Nachrechnen sieht man, dass bx(a′)b−1 nicht in UP enthalten ist.
Insbesondere sind also die Vertreter x(a′) und x(a′′) fu¨r a′ 6= a′′ nicht konjugiert in BnαB.
Da sie nach Konstruktion auch nicht in B konjugiert sind, sind also x(a′) und x(a′′) fu¨r
a′ 6= a′′ auch nicht konjugiert in P . Die Klassen cB1,17(a′) fusionieren also jeweils in eine
eigene Konjugiertenklasse in P , die mit cP1,9(a
′) bezeichnet werde. Fu¨r die Zentralisatoren
ergibt sich insbesondere CP (x(a′)) = CB(x(a′)), also
|CP (x(a′))| = |CB(x(a′))| = q6.
cB1,18:
Der Repra¨sentant dieser Klasse ist x := xα(1)xβ(1). Dies ist die Klasse der regula¨ren
unipotenten Elemente, und es gilt CG(x) ⊆ B, also insbesondere CP (x) = CB(x). Es
ergibt sich daher:
|CP (x)| = |CB(x)| = q4.
Damit sind alle Aussagen aus Satz 3.5.4 bewiesen. 
Gemischte Klassen
In diesem Abschnitt wollen wir die Bestimmung der Konjugiertenklassen von P abschlie-
ßen. Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.
3.5.5 Satz (Konjugiertenklassen von P )
Die maximale parabolische Untergruppe P vonG = 3D4(q) besitzt genau q4+q3+q2+3q+7
Konjugiertenklassen. Ein Vertretersystem fu¨r die Konjugiertenklassen ist in Tabelle A.25
im Anhang gegeben.
Beweis: Um eine vollsta¨ndige Liste der Konjugiertenklassen von P zu bekommen, mu¨ssen
wir die unipotenten Konjugiertenklassen der Zentralisatoren der halbeinfachen Elemente
von P bestimmen.
Wir beginnen mit den halbeinfachen Konjugiertenklassen vom Typ h1, also der Kon-
jugiertenklasse des Einselementes. Die zugeho¨rigen unipotenten Konjugiertenklassen des
Zentralisators sind genau die unipotenten Konjugiertenklassen von P . Diese wurden be-
reits im vorangegangenenen Abschnitt (”Unipotente Klassen“) bestimmt. Dies liefert die
Konjugiertenklassen vom Typ c1,0, . . . , c1,10 in Tabelle A.25 und die zugeho¨rigen Zentra-
lisatorordnungen.
Als na¨chstes betrachten wir die halbeinfachen Klassentypen h3, h5, h6, h7, h8 und
h9 von P . Wa¨hlt man die Vertreter der zu diesen Klassentypen geho¨rigen halbeinfachen
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Konjugiertenklassen von P wie in Tabelle A.23, so haben wir bereits im Unterabschnitt
”Halbeinfache Klassen“ gesehen, dass die zugeho¨rigen Zentralisatoren in B liegen. Die
zugeho¨rigen unipotenten Konjugiertenklassen der Zentralisatoren sowie die zugeho¨rigen
Zentralisatorordnungen ko¨nnen wir also einfach der Tabelle A.11 im Anhang entnehmen.
Dies liefert die Konjugiertenklassen vom Typ c3,j , c5,j , c6,j , c7,j , c8,j und c9,0 in Tabelle A.25
und die zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen.
Nun betrachten wir den halbeinfachen Klassentyp h4 von P . Als Vertreter der zugeho¨ri-
gen halbeinfachen Konjugiertenklassen kann man laut Tabelle A.23 die Elemente
h(t, t2, t, t) mit t ∈ F, tq−1 = 1, t2 6= 1
wa¨hlen. Im Unterabschnitt ”Halbeinfache Klassen“ hatten wir bereits
CP (h(t, t2, t, t)) = LP
gesehen. Man kann also die gemischten Konjugiertenklassen von P mit halbeinfachem An-
teil vom Typ h4 zusammen mit den Zentralisatorordnungen in P einfach der Tabelle A.17
im Anhnag entnehmen. Dies liefert die Konjugiertenklassen vom Typ c4,j in Tabelle A.25
und die zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen.
Als na¨chstes wollen wir den halbeinfachen Klassentyp h2 von P untersuchen. Im Ein-
klang mit Tabelle A.23 wa¨hlen wir h(−1, 1,−1,−1) als Vertreter fu¨r die zum Klassentyp h2
von P geho¨rige halbeinfache Konjugiertenklasse. Im Unterabschnitt ”Halbeinfache Klas-
sen“ hatten wir bereits
C2 := CP (h(−1, 1,−1,−1)) = LPX3α+2β (3.5)
gesehen. Es sind
u1 := x3α+2β(1),
u2 := xα(1),
u3 := xα(1)x3α+2β(−1),
u4 := xα(1)x3α+2β(−ζ)
nichttriviale unipotente Elemente von C2. Die Elemente ui, i = 1, . . . , 4 sind in C2 paar-
weise nicht konjugiert, da sie in unterschiedlichen unipotenten Konjugiertenklassen von P
liegen (die wir ja bereits kennen). Wir wollen |CC2(ui)| fu¨r i = 1, . . . , 4 berechnen. Im Un-
terabschnitt ”Unipotente Klassen“ hatten wir CP (u1) explizit berechnet. Hieraus ergibt
sich mit (3.5):
|CC2(u1)| = |CP (u1) ∩ LPX3α+2β| = q4(q6 − 1).
Fu¨r u2, . . . , u4 gilt: CC2(ui) ⊆ B. Die Zentralisatoren CB(ui), i = 2, . . . , 4, haben wir
in Abschnitt 3.2, ”Unipotente Klassen“ bereits explizit bestimmt. Die in Tabelle A.25
Konjugiertenklassen einer maximalen parabolischen Untergruppe 81
angegebenen Zentralisatorordnungen zu c2,2, c2,3 und c2,4 folgen dann durch Einsetzen in
die Gleichung
|CC2(ui)| = CB(ui) ∩ LFX3α+2β
fu¨r i = 2, . . . , 4. Dies liefert die Konjugiertenklassen vom Typ c2,0, c2,1, c2,2, c2,3 und c2,4
in Tabelle A.25 und die zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen.
Nun betrachten wir den halbeinfachen Klassentyp h10 von P . Als Vertreter der zugeho¨ri-
gen halbeinfachen Konjugiertenklassen kann man laut Tabelle A.23 die Elemente
h(t, 1, t−q, tq−1) mit t ∈ F, tq2−q+1 = 1, t 6= 1
wa¨hlen. In Abschnitt 3.1 hatten wir bereits den Zentralisator
CG(h(t, 1, t−q, tq−1))
explizit berechnet. Aus (3.2) und (3.3) in Abschnitt 3.1 kann man
C10 := CP (h(t, 1, t−q, tq−1))
explizit ablesen. Es sind
u1 := x3α+2β(1) und
u2 := xβ(s)x3α+β(sq)x3α+2β(r)
mit r, s wie in Tabelle A.7 nichttriviale unipotente Elemente von C10. Die Elemente u1
und u2 sind in C10 nicht konjugiert, da sie sogar in G nicht konjugiert sind (dies folgt aus
Tabelle A.7). Wegen C10 ⊆ B lassen sich CC10(u1) und CC10(u2) explizit berechnen. Fu¨r
ihre Ordnungen erha¨lt man:
|CC10(u1)| = q3(q3 + 1) und
|CC10(u2)| = q2(q2 − q + 1).
Dies liefert die Aussagen u¨ber die Konjugiertenklassen vom Typ c10,j in Tabelle A.25,
inklusive der zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen.
Die Aussagen in Tabelle A.25 u¨ber die Klassentypen c11,0 und c11,1 erha¨lt man analog
zu denen u¨ber c10,0 und c10,1, die Rechnungen sind hierbei sogar deutlich einfacher. Dies
liefert die Konjugiertenklassen vom Typ c11,0 und c11,1 in Tabelle A.25 und die zugeho¨rigen
Zentralisatorordnungen.
Die halbeinfachen Elemente vom halbeinfachen Klassentp h12 in P sind regula¨r. Ins-
besondere entha¨lt ihr Zentralisator keine nichttrivialen unipotenten Elemente. Dies liefert
die Konjugiertenklassen vom Typ c12,0 in Tabelle A.25 sowie die zugeho¨rigen Zentralisa-
torordnungen.
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Zum Nachweis dafu¨r, dass alle Konjugiertenklassen von P gefunden wurden, summiert
man die Klassenla¨ngen und erha¨lt die Gruppenordnung |P |. Damit ist der Beweis von
Satz 3.5.5 abgeschlossen.

Die Bezeichnung der Klassentypen von P in Tabelle A.25 nehmen wir wie beiGF = 3D4(q)
vor (vergleiche den Unterabschnitt ”Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.1). Wenn wir be-
tonen wollen, dass der Klassentyp ci,j Konjugiertenklassen in P bezeichnet, so schreiben
wir auch cPi,j .
Fusionen der Konjugiertenklassen von PF in GF
In diesem Abschnitt wollen wir die Fusionen der Konjugiertenklassen von P = PF in
G = GF beschreiben, d.h. wir geben bezu¨glich der von uns gewa¨hlten Parametrisierung
der Konjugiertenklassen von P bzw. G eine explizite Beschreibung der Abbildung, die
jeder Konjugiertenklasse cP von P die Konjugiertenklasse cG von G zuordnet. Fu¨r die
Klassentypen cP1,j bis c
P
9,j ergeben sich die Fusionen aus den Fusionen von B in G (siehe
Tabelle A.12 im Anhang) und fu¨r die Klassentypen cP10,j bis c
P
12,j sind die Fusionen klar,
da die fu¨r die Klassen in P gewa¨hlten Vertreter mit den fu¨r die entsprechenden Klassen
in G gewa¨hlten u¨bereinstimmen. Die Fusionen der Konjugiertenklassen von P in G sind
in Tabelle A.27 im Anhang aufgelistet.
Fusionen der Konjugiertenklassen von P in LP
In diesem Abschnitt wollen wir die Fusionen der Konjugiertenklassen von P = PF in LP =
(LP )F beschreiben, wobei wir LP vermo¨ge der Levi–Zerlegung als Faktor von P auffassen.
D.h. wir geben bezu¨glich der von uns gewa¨hlten Parametrisierung der Konjugiertenklassen
von P bzw. LP eine explizite Beschreibung der Abbildung, die jeder Konjugiertenklasse
cP von P die Konjugiertenklasse c¯LP von LP zuordnet, wobei c¯ das Bild von c unter dem
kanonischen Epimorphismus von P auf LP bezeichne. Da in Tabelle A.25 bereits jeder
Vertreter in dern Form xu mit x ∈ LP und u ∈ UP geschrieben ist, lassen sich diese
Fusionen ohne weitere Rechnung aus den Tabellen A.16, A.17, A.24 und A.25 ablesen. Die
Fusionen der Konjugiertenklassen von P in LP sind in Tabelle A.28 im Anhang aufgelistet.
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3.6 Konjugiertenklassen einer weiteren maximalen parabo-
lischen Untergruppe
In diesem Abschnitt werden die Konjugiertenklassen einer weiteren maximalen paraboli-
schen Untergruppe P von GF bestimmt. Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2
bei. Es sei weiterhin G die in Kapitel 2 beschriebene einfache algebraische Gruppe von
adjungiertem Typ mit Dynkin–Diagramm D4 und F : G → G der dort konstruierte
Frobeniusmorphismus. Auch in diesem Abschnitt verlangen wir stets, dass q ungerade ist.
Wir betrachten die Teilmenge J := {r2} von ∆. Es sei Q die Standard–parabolische–
Untergruppe von G zur Menge J , also
Q = 〈B , nr2〉,
wobei auf der rechten Seite das Untergruppenerzeugnis (als abstrakte oder algebraische
Untergruppe) von G gemeint ist. Q ist eine zusammenha¨ngende abgeschlossene Unter-
gruppe von G, die wegen ρr2 = r2 ist Q zusa¨tzlich F–stabil ist. Also ist Q eine rationale
parabolische Untergruppe von G. Wir definieren die Untergruppe
Q := (Q)F = 〈BF , nβ〉.
Also ist Q eine parabolische Untergruppe der endlichen Gruppe G = GF = 3D4(q). Fu¨r
die Ordnung von Q gilt:
|Q| = |QF | = q12(q3 − 1)(q2 − 1).
Auch Q und Q besitzen Levi–Zerlegungen:
3.6.1 Satz (Levi–Zerlegung von Q und Q)
Es seien wie oben
LQ = 〈T , Xr2 , X−r2〉
und
LQ = (LQ)F = 〈TF , Xβ , X−β〉.
Es seien ferner:
UQ :=
∏
r∈Φ+
r 6=r2
Xr
und
UQ := (UQ)
F = XαXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β.
Dann ist Q das semidirekte Produkt:
Q = LQ nUQ,
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und Q ist das semidirekte Produkt:
Q = LQ n UQ.
Beweis: Dies folgt aus Proposition 2.6.4 in Carter [7], wenn man noch beachtet, dass G
und G = GF Gruppen mit zerfallenden BN–Paaren sind. 
UQ bzw. UQ sind das unipotente Radikal von Q beziehungsweise Q, und LQ beziehungs-
weise LQ sind Levi–Komplemente von Q beziehungsweise Q.
Bei der Bestimmung der Konjugiertenklassen vonQ gehen wir so wie bei der Berechnung
der Konjugiertenklassen von P vor. Da die Rechnungen analog verlaufen und die gleichen
Methoden verwenden, geben wir nur die Ergebnisse an.
Maximale Tori
Ein Vertretersystem der Q–Konjugiertenklassen der F–stabilen maximalen Tori von Q ist
durch Tabelle A.19 im Anhang gegeben.
Halbeinfache Konjugiertenklassen
Die Bestimmung der halbeinfachen Konjugiertenklassen von Q verla¨uft analog zur Berech-
nung der halbeinfachen Konjugiertenklassen von P . Es gilt:
3.6.2 Satz (Halbeinfache Klassentypen von Q)
Die parabolische Untergruppe Q = QF besitzt genau 11 halbeinfache Klassentypen. Ver-
treter fu¨r die zu diesen halbeinfachen Klassentypen geho¨rigen Konjugiertenklassen ko¨nnen
so gewa¨hlt werden wie in Tabelle A.29 im Anhang angegeben.
Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.5.2. 
Hinsichtlich der Bezeichnung der halbeinfachen Klassentypen hi von Q gehen wir wie
u¨blich vor: Wenn wir betonen wollen, dass der halbeinfache Klassentyp hi eine Vereinigung
von Konjugiertenklassen in Q bezeichnet, so schreiben wir auch hQi .
Parametrisierung der halbeinfachen Klassen
Die Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von Q = QF nehmen wir analog zur Para-
metrisierung der halbeinfachen Klassen von GF vor. Die Vertreter und Parameterbereiche
sind in Tabelle A.30 im Anhang aufgefu¨hrt.
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Unipotente und gemischte Klassen
Die Bestimmung der unipotenten und gemischten Klassen von Q verla¨uft analog zu den
entsprechenden Rechnungen fu¨r P . Wir geben daher hier nur die Ergebnisse an:
3.6.3 Satz (Konjugiertenklassen von Q)
Die maximale parabolische Untergruppe Q besitzt genau q4 + 2q3 + q2 + 3q + 7 Kon-
jugiertenklassen. Ein Vertretersystem fu¨r diese Klassen ist in Tabelle A.31 im Anhang
gegeben.
Beweis: Analog zum Beweis der Sa¨tze 3.5.4 und 3.5.5. 
Die Bezeichnung der Klassentypen von Q in Tabelle A.31 nehmen wir wie beiGF = 3D4(q)
vor (vergleiche den Unterabschnitt ”Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.1). Wenn wir be-
tonen wollen, dass der Klassentyp ci,j Konjugiertenklassen in Q bezeichnet, so schreiben
wir auch cQi,j .
Fusionen der Konjugiertenklassen von Q in G und von Q in LQ
Die Fusionen der Konjugiertenklassen von Q in G und von Q in LQ (wobei wir LQ als
Faktor von Q auffassen) lassen sich mit den gleichen Methoden berechnen wie die entspre-
chenden Fusionen von P . Wir verzichten daher auf die Angabe der Beweise. Die Ergebnisse
sind in den Tabellen A.32 und A.33 aufgelistet.
3.7 Konjugiertenklassen eines Zentralisators
Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Insbesondere sei weiterhin G = 3D4(q),
wobei wir die Voraussetzung beibehalten, dass q ungerade ist. Es sei t ∈ F mit tq2+q+1 = 1,
t 6= 1. Wir betrachten die von h := h(t, 1, tq, tq2) erzeugte zyklische Untergruppe von P ,
die wir mit D bezeichnen wollen. In diesem Abschnitt wollen wir die Konjugiertenklassen
des Zentralisators von D in P bestimmen.
Offenbar gilt: CP (D) = CP (h). Wie man der Tabelle A.25 entnehmen kann, gilt außer-
dem |CP (h)| = q3(q3 − 1)(q − 1). Mit Tabelle A.11 und den Relationen aus Abschnitt 2.3
folgt weiter CP (h) = TXβX3α+βX3α+2β. Also gilt:
CP (D) = TXβX3α+βX3α+2β .
Insbesondere ha¨ngt CP (D) nicht von der Wahl von t ab (solange nur tq
2+q+1 = 1 und
t 6= 1 ist). Bei der Bestimmung der Konjugiertenklassen von CP (D) nutzen wir aus,
dass CP (D) eine Untergruppe der Boreluntergruppe B ist. Fu¨r jeden Konjugiertenklas-
senvertreter x aus Tabelle A.11, der in CP (D) enthalten ist, la¨sst sich CCP (D)(x) vermo¨ge
CCP (D)(x) = CB(x) ∩ CP (D) berechnen. Hieraus erhalten wir auch die zugeho¨rigen Kon-
jugiertenklassenla¨ngen in CP (D). Aufsummieren dieser Klassenla¨ngen zeigt, dass wir auf
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diese Weise bereits ein Vertretersystem fu¨r die Konjugiertenklassenvon CP (D) gefunden
haben.
In der Tabelle A.34 sind die Ergebnisse zusammengefasst. Als Vertreter fu¨r die halb-
einfachen Konjugiertenklassen von CP (D) wa¨hlen wir die gleichen Vertreter wie fu¨r die
halbeinfachen Konjugiertenklassen der Boreluntergruppe B. Bezeichnung und Parametri-
sierung der halbeinfachen Klassen von CP (D) ko¨nnen daher den Tabellen A.8 und A.9
entnommen werden.
Kapitel 4
Charaktere parabolischer
Untergruppen von 3D4(q)
Parabolische Untergruppen spielen sowohl in der gewo¨hnlichen als auch in der modularen
Darstellungstheorie endlicher Gruppen vom Lie–Typ eine wichtige Rolle. Man denke bei-
spielsweise an die Theorie der Harish–Chandra–Induktion, deren Gegenstand bestimmte
Moduln und Charaktere sind, die durch Induktion von parabolischen Untergruppen kon-
struiert werden.
Bei der Betrachtung der Trialita¨tsgruppen setzen wir weiterhin voraus, dass q ungerade
ist. Im vorangegangenen Kapitel hatten wir eine maximale parabolische Untergruppe P der
Steinbergschen Trialita¨tsgruppen 3D4(q) genauer untersucht. In diesem Kapitel befassen
wir uns mit der gewo¨hnlichen Darstellungstheorie von P . Ziel ist die Berechnung der
generischen Charaktertafel von P . Wir werden die Charaktertafel von P im na¨chsten und
im u¨berna¨chsten Kapitel dazu benutzen, neue Aussagen u¨ber die Zerlegungszahlen der
Trialita¨tsgruppen zu beweisen. Bei der Bestimmung der Charaktertafel von P stehen uns
die folgenden drei Methoden zur Verfu¨gung:
• Die Levi–Zerlegung von P und Clifford–Theorie:
Bereits in Abschnitt 3.5 hatten wir gesehen, dass sich die parabolische Untergruppe P
als semidirektes Produkt aus dem Levi–Komplement LP und dem unipotenten Radi-
kal UP schreiben la¨sst (Levi–Zerlegung). In einer solchen Situation lassen sich irredu-
zible Charaktere von P folgendermassen erzeugen: Da UP ein Normalteiler von P ist,
operiert P per Konjugation auf den irreduziblen Charakteren von UP . Die zugeho¨ri-
gen Stabilisatoren in P heißen Tra¨gheitsgruppen. Die Clifford–Theorie beschreibt
explizit, wie man durch Induktion gewisser irreduzibler Charaktere dieser Tra¨gheits-
gruppen irreduzible Charaktere von P erzeugen kann. Dieser Clifford-theoretische
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Zugang wird im na¨chsten Kapitel bei der Behandlung der modularen Darstellungs-
theorie von P noch von besonderer Bedeutung sein. Die Clifford–theoretische Vor-
gehensweise liefert prinzipiell alle irreduziblen Charaktere von P . Zur praktischen
Berechnung dieser Charaktere ist es jedoch ha¨ufig einfacher, die beiden folgenden
Mo¨glichkeiten zur Konstruktion irreduzibler Charaktere von P zu nutzen:
• Einschra¨nken der irreduziblen Charaktere von 3D4(q):
Die Charaktertafeln der Trialita¨tsgruppen wurden von Spaltenstein in [39] und De-
riziotis und Michler in [14] bestimmt. Wir werden nur Einschra¨nkungen unipotenter
Charaktere von 3D4(q) benutzen.
• Induzieren irreduzibler Charaktere der Boreluntergruppe B = BF :
Da B eine M–Gruppe ist, lassen sich irreduzible Charaktere von B durch Induktion
linearer Charaktere gewinnen und sind somit auch generisch relativ gut berechenbar.
Wir werden einige Charaktere von P konstruieren, indem wir irreduzible Charaktere
von B nach P induzieren.
Mit den gleichen Methoden berechnen wir in diesem Kapitel auch noch einen großen Teil
der Charaktertafel der anderen maximalen parabolischen Untergruppe Q von G. Viele der
in diesem Kapitel vorgenommenen Berechnungen, beispielsweise von Skalarprodukten und
Normen von Charakteren, wurden mit Hilfe des Maple–Teils des Computeralgebrapakets
CHEVIE (siehe [8] und [21]) durchgefu¨hrt. Zusa¨tzlich wurden eigene Maple–Programme,
basierend auf CHEVIE, zum Einschra¨nken, Induzieren und Inflationieren von Charakteren
zwischen generischen Charaktertafeln entwickelt und bei den in diesem Kapitel beschrie-
benen Berechnungen benutzt.
Der Einsatz der Computerprogramme bietet zwei Vorteile: Zum einen erleichtern sie
die mu¨hsame Berechnung von Normen und Skalarprodukten erheblich und verringern so
die Wahrscheinlichkeit fu¨r das Auftreten von Rechenfehlern. Zum anderen ermo¨glichen sie
gute Tests fu¨r Charaktere, beispielsweise die U¨berpru¨fung der Orthogonalita¨tsrelationen
fu¨r die Charaktertafel von P und die irreduziblen Charaktere von Q.
Die hier vorgestellten und benutzten Methoden lassen sich prinzipiell auch allgemei-
ner zur Berechnung von Konjugiertenklassen parabolischer Untergruppen in beliebigen
endlichen Gruppen vom Lie–Typ verwenden.
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4.1 Charaktertheoretische Hilfsmittel
In diesem Abschnitt stellen wir einige charaktertheoretische Hilfsmittel zusammen, die
wir im weiteren Verlauf der Arbeit beno¨tigen werden. Wir werden in diesem Abschnitt
ausnahmsweise von der in den anderen Abschnitten benutzten Notation abweichen. Mit
G bezeichnen wir in diesem Abschnitt eine beliebige endliche Gruppe, N ist ein beliebiger
Normalteiler von G und ζ eine Klassenfunktion von G. (Erst im na¨chsten Abschnitt 4.2
werden wir zu unserer u¨blichen Notation zuru¨ckkehren.)
Fu¨r eine endliche Gruppe G und Klassenfunktionen ϕ und ψ von G sei (ϕ,ψ)G das
innere Produkt der beiden Klassenfunktionen. Wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, dass
ϕ und ψ Klassenfunktionen von G sind, so schreiben wir auch kurz (ϕ,ψ) statt (ϕ,ψ)G.
Ist H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G und ϕ eine Klassenfunktion von H,
so schreiben wir ϕ↑G oder auch ϕG fu¨r die durch ϕ induzierte Klassenfunktion. Es gilt
bekanntlich fu¨r alle g ∈ G:
ϕG(g) =
∑
t∈T
ϕ◦(tgt−1), (4.1)
wobei T eine beliebige Transversale fu¨r die Rechtsnebenklassen von H in G ist und ϕ◦
durch
ϕ◦(h) =
{
ϕ(h) fu¨r h ∈ H
0 sonst
definiert ist. Fu¨r eine Klassenfunktion ψ von G schreiben wir ψ ↓H oder auch ψH fu¨r
die Klassenfunktion von H, die durch Einschra¨nkung von ψ auf H entsteht. Ein weiterer,
effizienter Weg zur Berechnung von ϕG(g) ist der folgende: Man wa¨hle Vertreter x1, . . . , xm
fu¨r die Konjugiertenklassen von H, die in der Konjugiertenklasse gG von g in G enthalten
sind. Aus (4.1) folgt dann:
ϕG(g) = |CG(g)|
m∑
i=1
ϕ(xi)
|CH(xi)| , (4.2)
wobei ϕG(g) = 0 sei, falls H ∩ gG = ∅ ist.
Wir stellen nun einige allgemeine Sa¨tze zusammen, die bei der Berechnung von Charak-
tertafeln in den na¨chsten Abschnitten von Nutzen sein werden. Wir beginnen mit einem
allgemeinen Resultat von R. Brauer.
4.1.1 Lemma (Brauers Permutationslemma)
Es sei G eine endliche Gruppe. Eine endliche Gruppe A operiere
(a) auf den irreduziblen Charakteren von G vermo¨ge χ 7→ χa und
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(b) auf den Elementen von G vermo¨ge g 7→ ag, so dass ag und ag′ genau dann in G
konjugiert sind, wenn g und g′ in G konjugiert sind.
Es gelte ferner:
χa(g) = χ(ag)
fu¨r alle a ∈ A und g ∈ G. Dann ist fu¨r jedes a ∈ A die Anzahl der von a festgelassenen
Konjugiertenklassen von G gleich der Anzahl der von a festgelassenen irreduziblen Cha-
raktere von G, und die Anzahl der Bahnen von A auf den Konjugiertenklassen von G ist
gleich der Anzahl der Bahnen von A auf den irreduziblen Charakteren von G.
Beweis: Siehe Huppert [29], Satz V.13.5. 
4.1.2 Satz (Gallagher)
Es sei N ein Normalteiler einer endlichen Gruppe G und ζ ∈ Irr(G) mit ϑ := ζN ∈ Irr(N).
Wir setzen
S := {ψ ∈ Irr(G) |ψN = m · 1N fu¨r ein m ∈ N}
und
T := {ψ ∈ Irr(G) | (ψN , ϑ)N 6= 0}.
Dann ist durch
ψ 7→ ψζ
eine Bijektion von S auf T definiert. Es gilt
ϑG =
∑
ψ∈S
eψ · ψζ
mit eψ = ψ(1).
Beweis: Siehe Corollary (6.17) und die daran anschließenden Bemerkungen in Isaacs [30].

Es sei H eine Untergruppe von G und ϑ eine Klassenfunktion von H. Dann ist fu¨r jedes
x ∈ G eine Klassenfunktion ϑx von H definiert durch
ϑx(h) =
{
ϑ(xhx−1) , falls xhx−1 ∈ H,
0 , sonst
fu¨r h ∈ H.
Falls H ein Normalteiler von G ist, operiert G auf diese Weise auf der Menge Irr(H),
und fu¨r ϑ ∈ Irr(H) sagt man, dass ϑx und ϑ in G konjugiert sind.
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4.1.3 Satz (Clifford)
Es sei N ein Normalteiler einer endlichen Gruppe G und χ ∈ Irr(G). Es sei ϑ ein irre-
duzibler Konstituent von χN , und es seien ϑ = ϑ1, ϑ2, . . . , ϑt die verschiedenen zu ϑ
konjugierten irreduziblen Charaktere von N . Dann gilt:
χN = e
t∑
i=1
ϑi
mit e := (χN , ϑ)N .
Beweis: Siehe Theorem (6.2) in Isaacs [30]. 
4.1.4 Definition (Tra¨gheitsgruppen)
Es sei N ein Normalteiler einer endlichen Gruppe G und ϑ ∈ Irr(N). Die Gruppe
IG(ϑ) := {g ∈ G |ϑg = ϑ}
wird Tra¨gheitsgruppe von ϑ in G genannt. Gilt IG(ϑ) = G, so heißt ϑ invariant unter G.
4.1.5 Satz (Clifford)
Es sei N ein Normalteiler einer endlichen Gruppe G und ϑ ∈ Irr(N). Wir setzen
A := {ψ ∈ Irr(IG(ϑ)) | (ψN , ϑ) 6= 0} und
B := {ζ ∈ Irr(G) | (ζN , ϑ) 6= 0}.
Dann gilt: Ist ψ ∈ A, so ist ψG irreduzibel. Die Abbildung ψ 7→ ψG ist eine Bijektion von
A auf B.
Beweis: Siehe Theorem (6.11) in Isaacs [30]. 
4.1.6 Definition
Es sei N ein Normalteiler einer Gruppe G und ϕ ein Charakter von G/N . Dann definieren
wir ϕ̂ als Klassenfunktion von G durch ϕ̂(g) := ϕ(gN). Wir nennen ϕ̂ die Inflation von ϕ
auf G.
Die Funktion ϕ̂ ist ein Charakter von G mit N ≤ ker(ϕ̂).
4.1.7 Satz
Es sei N ein abelscher Normalteiler einer endlichen Gruppe G und K ein Komplement
von N . Es sei ϕ ein irreduzibler Charakter von N , der invariant unter G ist. Dann gibt
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es genau einen irreduziblen Charakter η von G mit ηK = 1K und ηN = ϕ. Ist τ ein
irreduzibler Charakter von G mit (τN , ϕ)N 6= 0, so ist τK irreduzibel. Ist τ = ψ̂η fu¨r ein
ψ ∈ Irr(K), so ist τ ein irreduzibler Charakter von G mit τK = ψ und (τN , ϕ)N 6= 0.
Beweis: Siehe Lemma 9 in Ju¨rgens [31]. 
Notation Der Charakter ψ̂η in Lemma 4.1.7 wird mit ψ n ϕ bezeichnet.
4.1.8 Satz
Es sei N ein abelscher Normalteiler einer endlichen Gruppe G und K ein Komplement. Es
seien ϕ1, . . . , ϕm Vertreter der Bahnen der Operation von G auf Irr(N). Fu¨r i ∈ {1, . . . ,m}
setzen wir Ii := K ∩ IG(ϕi) und wa¨hlen ψi ∈ Irr(Ii). Dann ist (ψinϕi)G ∈ Irr(G), und zu
jedem ζ ∈ Irr(G) gibt es genau ein i und genau ein ψ ∈ Irr(Ii), so dass (ψ n ϕi)G = ζ.
Beweis: Dies folgt aus Satz 4.1.5 und Lemma 4.1.7 (vergleiche auch Korollar 11 in
Ju¨rgens [31]). 
4.2 Die unipotenten Charaktere von 3D4(q)
Von nun an verwenden wir wieder die Notationen und Bezeichnungen aus den Kapiteln 2
und 3. Es sei also q eine Potenz der Primzahl p, wobei wir p wieder als ungerade vor-
aussetzen. Es sei ferner G die in Abschnitt 2.2 konstruierte einfache algebraische Gruppe
von adjungiertem Typ mit Wurzelsystem D4 und F : G → G der durch (2.3) definierte
Frobeniusmorphismus. Die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen bezeichnen wir wieder mit
G = GF = 3D4(q).
Die unipotenten Charaktere von G sind fu¨r uns in zweierlei Hinsicht von Bedeutung.
Zum einen werden wir sie bei der Konstruktion irreduzibler Charaktere der parabolischen
Untergruppe P beno¨tigen. Zum anderen sind wir an den Zerlegungszahlen der unipotenten
Charaktere von G interessiert (siehe Kapitel 6).
In diesem Abschnitt wollen wir daher die unipotenten Charaktere von G = 3D4(q)
kurz beschreiben. Die Gruppe G besitzt genau 8 unipotente Charaktere, die wir wie auch
Spaltenstein [39], Deriziotis und Michler [14] und Geck [19] mit
1 , [ε1] , [ρ1] , [ρ2] , 3D4[−1] , 3D4[1] , [ε2] , St
bezeichnen wollen. Die Charaktere 3D4[−1] und 3D4[1] sind kuspidal, die u¨brigen unipo-
tenten Charaktere geho¨ren zur Hauptreihe vonGF . Die Werte der unipotenten Charaktere
ko¨nnen aus Spaltenstein [39], Table 2, oder der Bibliothek generischer Charaktertafeln in
CHEVIE entnommen werden. Sie sind der U¨bersichtlichkeit halber noch einmal in Tabel-
le A.35 im Anhang angegeben.
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4.3 Die Charaktertafel von LP
Wie schon zu Beginn des Kapitels erwa¨hnt, sind wir daran interessiert, die Charaktertafel
der parabolischen Untergruppe P zu berechnen. Da wir das Levi–Komplement LP vermo¨ge
der Levi–Zerlegung als Faktor von P auffassen ko¨nnen, liefert jeder irreduzible Charakter
von LP durch Inflation einen irreduziblen Charakter von P (vergleiche Definition 4.1.6).
Es ist daher sinnvoll, die Charaktertafel von LP zu bestimmen. Wie schon zu Beginn des
Abschnitts 3.3 geschildert, ist LP eine endliche Gruppe vom Lie–Typ, so dass uns zur Be-
rechnung der Charaktertafel die Deligne–Lusztig–Theorie zur Verfu¨gung steht. Die gegen
Ende dieses Abschnitts angegebenen Berechnungen von Normen und Skalarprodukten von
Klassenfunktionen von LP wurden mit Hilfe des Maple–Teils des Computeralgebrasystems
CHEVIE durchgefu¨hrt.
Wir erinnern kurz an die Definition der Levi–Untergruppe LP aus Abschnitt 3.3: Un-
ser Ausgangspunkt war die in Kapitel 2 eingefu¨hrte einfache algebraische Gruppe von
adjungiertem Typ mit Dynkin–Diagramm D4 und der dort konstruierte Frobeniusmor-
phismus F : G → G. Wir setzen auch in diesem Abschnitt die dort auftretende Prim-
zahlpotenz q als ungerade voraus. Wir hatten dann die F -stabile zusammenha¨ngende
reduktive Untergruppe LP von G definiert als die Standard–Levi–Untergruppe zur Menge
von einfachen Wurzeln {r1, r3, r4}. Die Einschra¨nkung von F auf LP ist dann ein Frobeni-
usmorphismus der zusammenha¨ngenden reduktiven algebraischen Gruppe LP . Die Levi–
Untergruppe LP haben wir dann als die Gruppe von Fixpunkten LP := (LP )F definiert,
womit sie zu einer endlichen Gruppe vom Lie–Typ wurde.
Es sei T˜ ein beliebiger rationaler maximaler Torus von LP und θ ein beliebiger irredu-
zibler (komplexwertiger) Charakter der endlichen abelschen Gruppe T˜F . Die Theorie von
Deligne und Lusztig ordnet jedem solchen Paar (T˜, θ) einen verallgemeinerten (komplex-
wertigen) Charakter RLP
T˜
θ von LP zu. Eine Definition von R
LP
T˜
θ findet man in Kapitel 7
von Carters Buch [7]. Die verallgemeinerten Charaktere
{RLP
T˜
θ | T˜ rationaler maximaler Torus von LP , θ ∈ Irr(T˜F )}
heißen die Deligne–Lusztig–Charaktere von LP . Der Deligne–Lusztig–Charakter R
LP
T˜
θ
ha¨ngt nur von der LP –Konjugiertenklasse des Paares (T˜, θ) ab und auf den unipoten-
ten Klassen von LP sogar nur von der LP –Konjugiertenklasse von T˜.
Die Deligne–Lusztig–Charaktere lassen sich wie folgt ausrechnen: Es sei g ∈ LP und
g = su = us mit s halbeinfach und u unipotent die Jordan–Zerlegung von g. Es sei
C der Zentralisator von s in LP . Da jedes halbeinfache Element in LP entweder zen-
tral oder regula¨r ist (siehe Tabelle A.17 im Anhang), ist C zusammenha¨ngend. Es seien
T˜1, . . . , T˜k ⊆ C Repra¨sentanten der CF –Konjugiertenklassen rationaler maximaler Tori
von C, die in der LP –Konjugiertenklasse des Torus T˜ von LP liegen. Ist x ∈ LP mit
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s′ := sx ∈ T˜F , so ha¨ngt die CF –Konjugiertenklasse von xT˜ nur von s′ (und nicht vom
speziellen x) ab. Es seien also sr1, . . . , srlr ∈ T˜F fu¨r 1 ≤ r ≤ k die verschiedenen Elemente
der Form sx ∈ T˜F mit x ∈ LP , fu¨r die der Torus xT˜ in der CF –Konjugiertenklasse von
T˜r liegt. Dann ist:
(RLP
T˜
θ)(g) =
k∑
r=1
(
lr∑
t=1
θ(srt)
)
QC
T˜r
(u), (4.3)
wobei QC
T˜r
die Greenfunktion von CF zum Torus T˜r ist (vergleiche Abschnitt 2.1 in
Lu¨beck [34]).
In LP gibt es genau zwei LP –Konjugiertenklassen rationaler maximaler Tori, wie man
der Tabelle A.14 im Anhang entnehmen kann. Dort hatten wir auch bereits zwei Repra¨sen-
tanten T0 und T2 fu¨r diese beiden Konjugiertenklassen gewa¨hlt.
Um die Deligne–Lusztig–Charaktere mit Hilfe der Charakterformel (4.3) berechnen zu
ko¨nnen, beno¨tigen wir die Werte der Greenfunktionen aller Zentralisatoren halbeinfacher
Elemente von (LP )F . In LP gibt es nach Tabelle A.15 genau drei halbeinfache Klassentypen
h1, h2 und h3. Zur Abku¨rzung wollen wir die zugeho¨rigen Zentralisatoren in LP mit C1,
C2 bzw. C3 bezeichnen. Wir setzen weiter C1 := CF1 , C2 := C
F
2 , und C3 := C
F
3 . Die
Konjugiertenklassen vom Typ h1 sind zentral, die Klassen vom Typ h2 sind regula¨r und
im maximalen Torus T0 enthalten, wa¨hrend die Klassen vom Typ h3 regula¨r und im
maximalen Torus T2 enthalten sind. Es gilt also:
C1 = LP ,C2 = T0 und C3 = T2.
Wir suchen somit die Werte der Greenfunktionen QC1T0 , Q
C1
T2
, QC2T0 und Q
C3
T2
. Die einzige
unipotente Konjugiertenklasse von C2 = TF0 bzw. C3 = T
F
2 ist die Konjugiertenklasse
des Einselements, auf denen QC2T0 bzw. Q
C3
T2
jeweils den Wert 1 annehmen (dies folgt aus
Lemma 5.1, (a) in Lu¨beck [34]). Damit haben wir die Greenfunktionen QC2T0 bzw. Q
C3
T2
vollsta¨ndig bestimmt.
Wir mu¨ssen also nur noch die Greenfunktionen QC1T0 und Q
C1
T2
ausrechnen. Die einzigen
unipotenten Konjugiertenklassen von C1 = LP sind die Klasse des Einselementes und die
Klasse der regula¨ren unipotenten Elemente (siehe Tabelle A.17 im Anhang). Daher lassen
sich hier die Werte von QC1T0 und Q
C1
T2
aus allgemeinen Eigenschaften von Greenfunktionen
berechnen. In unserem Fall ergeben sich sa¨mtliche Werte der Greenfunktionen ohne weitere
Rechnung aus Lemma 5.1, (a) in Lu¨beck [34]. Die Werte sind in der Tabelle 4.1 aufgefu¨hrt.
Die Bezeichnungen der unipotenten Konjugiertenklassen sind aus Tabelle A.17 im Anhang
entnommen.
Damit ko¨nnen wir nun die Werte der Deligne–Lusztig–Charaktere von LP mit Hilfe der
Charakterformel (4.3) ausrechnen. Das Ergebnis findet man in Tabelle 4.2. In dieser Ta-
belle haben wir die gleichen Repra¨sentanten fu¨r die Konjugiertenklassen von LP gewa¨hlt
wie in Tabelle A.15 im Anhang.
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C1 c1,0 c1,1
QC1T0 1 + q
3 1
QC1T2 1− q3 1
Tabelle 4.1: Greenfunktionen von LP
s = h(t, t2, t, t) su = h(t, t2, t, t)xα(1) s = h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) s = h(t, t
q3+1, tq
4
, tq
2
)
tq−1 = 1 tq−1 = 1 tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1, t
(q3+1)(q−1) = 1,
t2 6= t21 tq−1 6= 1
RLPT0 θ (1 + q
3)θ(s) θ(s) θ(s) + θ(snα) 0
θ ∈ Irr(TF0 )
RLPT2 θ (1− q3)θ(s) θ(s) 0 θ(s) + θ(snα)
θ ∈ Irr(TF2 )
Tabelle 4.2: Deligne–Lusztig–Charaktere von LP
Als na¨chstes wollen wir eine geeignete Parametrisierung der Deligne–Lusztig–Charaktere
von LP vornehmen. Hierzu fu¨hren wir a¨hnliche Bezeichnungen fu¨r komplexe Einheitswur-
zeln ein wie in 3.1.3 fu¨r die Einheitswurzeln in F×.
4.3.1 Schreibweise
Es sei Qp′ die additive Gruppe der rationalen Zahlen, die sich mit nicht durch p teilbarem
Nenner schreiben lassen. Wir definieren die Einbettung ϕ2 : Qp′/Z ↪→ C×, rs 7→ e
2piir
s (das
Bild von ϕ2 besteht genau aus den Einheitswurzeln mit zu p teilerfremder Ordnung). In
der folgenden Tabelle werden fu¨r einige Elemente aus Qp′/Z Namen ihrer Bilder unter ϕ2
festgelegt. Diese Namen sollen im Rest der Arbeit benutzt werden, um Charakterwerte
explizit hinzuschreiben:
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µ ∈ Qp′/Z ϕ2(µ) ∈ C×
1
qn−1 ζn
1
qn+1 ξn
1
(qn+1)(q−1) ηn
1
(qn−1)(q+1) µn
1
φn
ϕn
Tabelle 4.3: Notation fu¨r generische Einheitswurzeln
Zur Parametrisierung der Deligne–Lusztig–Charaktere von LP parametrisieren wir Irr(TF0 )
und Irr(TF2 ) folgendermaßen: Fu¨r k = 0, 1, . . . , q
3 − 2 und l = 0, 1, . . . , q − 2 definieren
wir den irreduziblen Charakter θkl ∈ Irr(TF0 ) durch θkl : h(ζ˜i3, ζ˜j1 , ζ˜qi3 , ζ˜q
2i
3 ) 7→ ζik3 ζjl1 . Man
erha¨lt dann die Bijektion
{0, 1, . . . , q3 − 2} × {0, 1, . . . , q − 2} → Irr(TF0 )
(k, l) 7→ θkl.
Fu¨r Irr(TF2 ) gehen wir analog vor. Fu¨r k = 0, 1, . . . , q
4 − q3 + q − 2 definieren wir den ir-
reduziblen Charakter θk ∈ Irr(TF2 ) durch θk : h(η˜i3, η˜(q
3+1)i
3 , η˜
q4i
3 , η˜
q2i
3 ) 7→ ηik3 . Wir erhalten
dann die Bijektion
{0, 1, . . . , q4 − q3 + q − 2} → Irr(TF2 )
k 7→ θk.
Damit haben wir Irr(TF0 ) und Irr(T
F
2 ) parametrisiert und ko¨nnen die Deligne–Lusztig–
Charaktere RLPT0 θkl fu¨r k = 0, 1, . . . , q
3 − 2, l = 0, 1, . . . , q − 2 und RLPT2 θk fu¨r
k = 0, 1, . . . , q4 − q3 + q − 2 in einer etwas u¨bersichtlicheren Form angeben (siehe Ta-
belle 4.4). Die Bezeichnung der Konjugiertenklassen von LP in Tabelle 4.4 ist die gleiche
wie in Tabelle A.17 im Anhang. Die Deligne–Lusztig–Charaktere von LP liefern uns irre-
duzible Charaktere von LP . Fu¨r k = 0, 1, . . . , q3 − 2 und l = 0, 1, . . . , q − 2 setzen wir
LPχ3(k, l) := R
LP
T0
θkl,
und fu¨r k = 0, 1, . . . , q4 − q3 + q − 2 definieren wir
LPχ4(k) := −RLPT2 θk.
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c1,0(i) c1,1(i) c2,0(i, j) c3,0(i)
RLPT0 θkl (1 + q
3)ζik+2il1 ζ
ik+2il
1 ζ
ik
3 ζ
jl
1 + ζ
−ik
3 ζ
(k+l)j
1 0
RLPT2 θk (1− q3)ζik1 ζik1 0 ηik3 + η
q3ik
3
Tabelle 4.4: Parametrisierung der Deligne–Lusztig–Charaktere von LP
Da wir die Operation von nα auf TF0 und T
F
2 kennen (vergleiche Tabelle A.2 im Anhang),
ko¨nnen wir die Normen der Deligne–Lusztig–Charaktere mit Hilfe der Orthogonalita¨ts-
relationen fu¨r Deligne–Lusztig–Charaktere, Theorem 7.3.4 in Carter [7], berechnen. Man
erha¨lt hieraus, dass die verallgemeinerten Charaktere LPχ3(k, l) fu¨r k = 1, . . . , q
3 − 2,
l = 0, 1, . . . , q − 2 die Norm 1 besitzen. Insbesondere ist LPχ3(k, l) fu¨r die angegebenen
Werte von k und l somit bis auf das Vorzeichen ein irreduzibler Charakter von LP . Da
LPχ3(k, l)(1) eine positive ganze Zahl ist, sind die LPχ3(k, l) fu¨r die angegebenen Werte
von k und l tatsa¨chlich irreduzible Charaktere von LP . Die Orthogonalita¨tsrelationen fu¨r
Deligne–Lusztig–Charaktere zeigen weiter, dass wir auf diese Weise genau 12(q
3−2)(q−1)
verschiedene irreduzible Charaktere von LP konstruiert haben.
Mit analogen Argumenten zeigt man, dass die LPχ4(k) fu¨r k = 0, 1, . . . , q
4 − q3 + q− 2,
k 6= (q3 + 1)k′, k′ = 0, 1, . . . , q − 2, irreduzible Charaktere von LP sind. Unter diesen
LPχ4(k) kommen genau
1
2q
3(q − 1) verschiedene vor. Damit haben wir bereits
1
2
(q3 − 2)(q − 1) + 1
2
q3(q − 1) = q4 − q3 − q + 1
irreduzible Charaktere von LP konstruiert. Aus Satz 3.3.3 wissen wir, dass LP genau
q4 − q3 + q − 1 Konjugiertenklassen besitzt. Somit fehlen uns noch 2(q − 1) irreduzible
Charaktere von LP .
Mittels der Orthogonalita¨tsrelationen fu¨r Deligne–Lusztig–Charaktere sieht man, dass
die Deligne–Lusztig–Charaktere RLPT0 θkl und R
LP
T2
θk fu¨r die u¨brigen Werte von k und l je-
weils die Norm 2 haben. Diese Norm–2–Charaktere ko¨nnte man nun mit Hilfe der Deligne–
Lusztig–Theorie in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegen. Wir wollen hier jedoch ein ad–
hoc–Argument benutzen, um die noch fehlenden 2(q− 1) irreduziblen Charaktere von LP
zu bestimmen. Wir setzen
K := {h(1, t, 1, 1) | t ∈ F, tq−1 = 1} und (4.4)
L′P := 〈Xα, nα, h(t, 1, tq, tq
2
) | t ∈ F, tq3−1 = 1〉. (4.5)
Mit Hilfe der Relationen aus Abschnitt 2.3 rechnet man nach, dass LP das semidirekte
Produkt K n L′P ist. Die Bezeichnung L′P ist kein Zufall: Wir werden spa¨ter sehen, dass
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L′P die Kommutatorgruppe von LP ist. Wir ko¨nnen also die zyklische Gruppe K der
Ordnung q−1 als Faktorgruppe von LP interpretieren. Wir betrachten die q−1 irreduziblen
Charaktere LP χ¯1(k) von K, k = 0, 1, . . . , q − 2, die durch LP χ¯1(k)(h(1, ζ˜i1, 1, 1)) := ζik1
definiert sind. Inflation dieser q−1 Charaktere vonK auf LP liefert q−1 lineare Charaktere
LPχ1(k), k = 0, 1, . . . , q − 2. Da LP eine endliche Gruppe vom Lie–Typ ist, ko¨nnen wir
einen weiteren irreduziblen Charakter von LP sofort hinschreiben, na¨mlich den Steinberg–
Charakter StLP . Dies liefert die weiteren irreduziblen Charaktere LPχ2(k) := LPχ1(k)StLP
von LP , k = 0, 1, . . . , q − 2. Die Werte sind in Tabelle 4.5 angegeben.
c1,0(i) c1,1(i) c2,0(i, j) c3,0(i)
LPχ1(k) ζ
2ik
1 ζ
2ik
1 ζ
jk
1 ζ
ik
1
LPχ2(k) q
3ζ2ik1 0 ζ
jk
1 −ζik1
Tabelle 4.5: Irreduzible Charaktere von LP
Die Charakterwerte in Tabelle 4.5 auf den Klassen c1,0, c1,1 und c2,0 ergeben sich aus
der Definition von LPχ1(k) und den Werten des Steinberg–Charakters. Die Werte in der
letzten Spalte von Tabelle 4.5 beweisen wir am Ende dieses Abschnitts. Aus den Cha-
rakterwerten von LPχ1(k) und LPχ2(k) auf den Konjugiertenklassen vom Typ c2,0 folgt,
dass die Charaktere LPχ1(k) und LPχ2(k), k = 0, 1, . . . , q − 2, alle paarweise verschieden
sind. Damit haben wir also die noch fehlenden 2(q − 1) irreduziblen Charaktere von LP
gefunden.
Nun ko¨nnen wir auch die schon oben angedeutete Bemerkung beweisen:
4.3.2 Bemerkung
Die in (4.5) definierte Untergruppe L′P ist die Kommutatorgruppe von LP .
Beweis: Da LP das semidirekte Produkt LP = K n L′P und K zyklisch ist, ist die
Kommutatorgruppe von LP in L′P enthalten. Da wir schon wissen, dass LP genau q − 1
lineare Charaktere besitzt und |K| = q − 1 gilt, folgt die Behauptung. (In dem Beweis
haben wir die Charakterwerte auf den Konjugiertenklassen vom Typ c3,0 nicht benutzt.)

Wir wollen nun noch die in Tabelle 4.5 angegebenen Charakterwerte von LPχ1(k)
und LPχ2(k) auf den Klassen vom Typ c3,0 beweisen. Wir betrachten die q − 1 ver-
schiedenen Klassenfunktionen LPχ4((q
3 + 1)k), k = 0, 1, . . . , q − 2. Per Definition ist
LPχ4((q
3+1)k) bis auf das Vorzeichen ein Deligne–Lusztig–Charakter und somit ein verall-
gemeinerter Charakter von LP . Mittels der Orthogonalita¨tsrelationen fu¨r Deligne–Lusztig–
Charaktere sieht man, dass LPχ4((q
3+1)k) die Norm 2 hat. Also ist LPχ4((q
3+1)k) eine
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Z–Linearkombination zweier irreduzibler Charaktere von LP . Aus Gradgru¨nden folgt da-
her, dass LPχ4((q
3 + 1)k) die Differenz eines irreduziblen Charakters LPχ2(k
′) und eines
linearen Charakters LPχ1(k
′′) ist. Aus den Charakterwerten auf den Konjugiertenklassen
vom Typ c1,1 und c2,0 kann man weiter schließen, dass k′ = k′′ = k oder k′ = k′′ = k+ q−12
(modulo q − 1) ist. Insbesondere gilt:
LPχ2(1)− LPχ1(1) = LPχ4(q3 + 1) oder
LPχ2(1)− LPχ1(1) = LPχ4((q3 + 1)(1 +
q − 1
2
)).
Bezeichnen wir mit LPχm(k)(c3,0(i)), m = 1, 2, 4 den Wert von LPχm(k) auf den Konju-
giertenklassen c3,0(i), so gilt also
LPχ2(1)(c3,0(i))− LPχ1(1)(c3,0(i)) = −2εζi1
mit ε ∈ {1,−1} unabha¨ngig von i. Da StLP auf den Konjugiertenklassen vom Typ c3,0
den Wert −1 annimmt, gilt
LPχ2(1)(c3,0(i)) = −LPχ1(1)(c3,0(i)).
Es folgt LPχ1(1)(c3,0(i)) = εζ
i
1. Da die linearen Charaktere von LP eine zyklische Gruppe
bilden und LPχ1(1) ein Erzeuger dieser Gruppe ist, gilt ferner: LPχ1(k)(c3,0(i)) = εζ
ik
1 fu¨r
k = 0, . . . , q − 2 (mit ε unabha¨ngig von i und k). Weil LPχ1(0) der triviale Charakter ist,
folgt nun ε = 1. Nach Definition ist LPχ2(k) := LPχ1(k)StLP , woraus auch die Aussagen
u¨ber die Charakterwerte von LPχ2(k) folgen. Damit sind die Charakterwerte in der letzten
Spalte von Tabelle 4.5 bewiesen. Wir haben gezeigt:
4.3.3 Satz
Die Standard–Levi–Untergruppe LP besitzt genau q
4 − q3 + q− 1 irreduzible Charaktere.
Die Charaktertafel von LP ist durch die Tabellen A.36 und A.37 im Anhang gegeben.
Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. 
4.4 Die Charaktertafel von LQ
Die Charaktertafel der Standard–Levi–Untergruppe LQ la¨sst sich mit den gleichen Metho-
den wie die Charaktertafel von LP bestimmen. Da die Rechnungen vo¨llig analog verlaufen,
verzichten wir auf eine Ausfu¨hrung der Details. Die Charaktertafel ist durch die Tabel-
len A.38 und A.39 im Anhang gegeben. LQχ2(0) ist der Steinberg–Charakter von LQ.
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4.5 Charaktere der Boreluntergruppe B
In diesem Abschnitt rechnen wir explizit einige Charaktere der Boreluntergruppe B = BF
aus (wieder unter der Voraussetzung, dass q ungerade ist). Wir werden diese Charaktere
in Abschnitt 4.10 bei der Berechnung der Charaktertafel der maximalen parabolischen
Untergruppe P benutzen. Zum Induzieren von Charakteren zwischen generischen Cha-
raktertafeln beno¨tigt man im Allgemeinen eine Parametrisierung der Konjugiertenklassen
sowie eine Beschreibung der Fusionsabbildung. Das Ausrechnen einer solchen Parame-
trisierung und der Fusionsabbildung ist meist relativ aufwendig. Deutlich einfacher ist
hingegen das Induzieren von linearen Charakteren. Hierbei kann man sich allein auf die
Induktionsformel (4.1) stu¨tzen. Da B eine M–Gruppe ist, ko¨nnen alle irreduziblen Cha-
raktere von B durch Induzieren von linearen Charakteren gewonnen werden. Auf diese
Weise werden wir nun einige Charaktere von B explizit bestimmen. Die Ergebnisse sind
in den Tabellen A.40 und A.41 im Anhang aufgelistet.
Zuvor legen wir noch einige Notationen fest. Zur Beschreibung von Elementen aus F×
und von komplexen generischen Einheitswurzeln benutzen wir die Bezeichnungen aus den
Tabellen 3.1 sowie 4.3.
Es sei φ : Fq3 → C× ein beliebiger linearer Charakter der additiven Gruppe von Fq3 , der
nichttrivial auf Fq einschra¨nkt. Zur Abku¨rzung setzen wir τ := ζ˜3 und pi := ζ˜1 = τ q
2+q+1
mit ζ˜3 und ζ˜1 wie in Tabelle 3.1. Dann ist τ ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe von
Fq3 und pi ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe von Fq. Fu¨r t1, t2 ∈ F mit tq
3−1
1 =
tq−12 = 1 schreiben wir wie in Abschnitt 2.3 statt h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) auch kurz h(t1, t2). Wir
definieren
T := TF = {h(t1, t2) | t1, t2 ∈ F , tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1}.
Wir beschreiben nun, wie sich die Charaktere in Tabelle A.41 im Einzelnen konstruieren
lassen.
Bχ1(k):
Es ist CT (Xβ) = {h(t2, tq2+q+1) | t ∈ F×q3}. Fu¨r k = 0, . . . , q3 − 2 ist daher
ϕk : h(τ2i, pii)xα(d1)xβ(d2)xα+β(d3)x2α+β(d4)x3α+β(d5)x3α+2β(d6) 7→ ζik3 φ(d2)
ein linearer Charakter von H := CT (Xβ)U . Wir berechnen den nach B induzierten Cha-
rakter Bχ1(k) := ϕBk . Eine Transversale fu¨r die Rechtsnebenklassen von H in B ist
{hi′,j′ := h(τ i′ , pij′) | i′ = 0, 1 ; j′ = 1, . . . , q − 12 }.
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Es sei b ∈ B. Fu¨r jeden Nebenklassenvertreter hi′,j′ sei hi′,j′b = bi′,j′hb(i′),b(j′) mit bi′,j′ ∈ H.
Dann ist nach der Induktionsformel (4.1)
Bχ1(k)(b) = ϕ
B
k (b) =
∑
i′,j′
b(i′)=i′,b(j′)=j′
ϕk(bi′,j′).
Damit lassen sich die Werte von Bχ1(k) berechnen. Um etliche Rechnungen zu sparen,
halten wir noch fest: Xα+βX2α+βX3α+βX3α+2β ist ein Normalteiler von B und
Xα+βX2α+βX3α+βX3α+2β ⊆ ker(ϕk). (4.6)
Es genu¨gt somit, die Charakterwerte Bχ1(k)(b) fu¨r Elemente b der Form b = hxα(d1)xβ(d2)
mit h ∈ T , d1 ∈ Fq3 und d2 ∈ Fq zu berechnen.
Es sei zuna¨chst b = xα(d1)xβ(d2). Dann ist hi′,j′b = xα(. . . )xβ(pi2j
′−i′d2)hi′,j′ , also
Bχ1(k)(b) =
∑
i′,j′
φ(pi2j
′−i′d2) =
q−1∑
m=1
φ(pimd2) =
{
q − 1 falls d2 = 0
−1 falls d2 6= 0
.
Unter Beachtung von (4.6) kennen wir damit die Werte von Bχ1(k) auf allen unipotenten
Konjugiertenklassen von B. Die einzigen halbeinfachen Konjugiertenklassen von B, die
nichtleeren Durchschnitt mit H haben, sind die halbeinfachen Klassen von B der Typen
h1, h4, h5 und h9. Es sei nun b = h(1,−1)xβ(d). Dann ist hi′,j′b = h(1,−1)xβ(pi2j′−i′d)hi′,j′ ,
also
Bχ1(k)(b) = (−1)k
∑
i′,j′
φ(pi2j
′−i′d) = (−1)k
q−1∑
m=1
φ(pim) =
{
(−1)k(q − 1) falls d = 0
−(−1)k falls d 6= 0 .
Unter Beachtung von (4.6) kennen wir damit jetzt auch die Werte von Bχ1(k) auf allen
Konjugiertenklassen von B der Typen c4,j .
Wir betrachten nun die Werte von Bχ1(k) auf den Konjugiertenklassen von B vom
Typ c5,j Es sei b = h(ϕ˜i3, 1)xβ(d). Dann ist hi′,j′b = h(ϕ˜
i
3, 1)xβ(pi
2j′−i′d)hi′,j′ , also
Bχ1(k)(b) = ϕ
− q2+q
2
ik
3
∑
i′,j′
φ(pi2j
′−i′d) =
ϕ
− q2+q
2
ik
3 (q − 1) falls d = 0
−ϕ−
q2+q
2
ik
3 falls d 6= 0
.
Unter Beachtung von (4.6) kennen wir damit jetzt auch die Werte von Bχ1(k) auf allen
Konjugiertenklassen von B der Typen c5,j .
Wir betrachten nun die Werte von Bχ1(k) auf den Konjugiertenklassen von B vom
Typ c9,j Es sei b = h(ζ˜2i3 , ζ˜
i
1)xβ(d). Dann ist hi′,j′b = h(ζ˜
2i
3 , ζ˜
i
1)xβ(pi
2j′−i′d)hi′,j′ , also
Bχ1(k)(b) = ζ
ik
3
∑
i′,j′
φ(pi2j
′−i′d) =
{
ζik3 (q − 1) falls d = 0
−ζik3 falls d 6= 0
.
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Unter Beachtung von (4.6) kennen wir damit jetzt auch die Werte von Bχ1(k) auf allen
Konjugiertenklassen von B der Typen c9,j .
Auf allen anderen Konjugiertenklassen von B haben die Bχ1(k), k = 0, 1, . . . , q3−2 den
Wert 0. Damit haben wir alle Charakterwerte von Bχ1(k), k = 0, 1, . . . , q3 − 2 bestimmt.
Bχ2:
Wir betrachten den linearen Charakter
ϕ : xα(d1)xβ(d2)xα+β(d3)x2α+β(d4)x3α+β(d5)x3α+2β(d6) 7→ φ(d1 + d2)
von U = XαXβXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β . Wir berechnen den nach B induzierten Cha-
rakter Bχ2 := ϕB. Eine Transversale fu¨r die Rechtsnebenklassen von U in B ist
{hi′,j′ := h(τ i′ , pij′) | i′ = 1, . . . , q3 − 1 ; j′ = 1, . . . , q − 1}.
Da U ein Normalteiler von B ist, verschwindet Bχ2 auf allen nicht unipotenten Elementen
von B. Wir mu¨ssen also nur die Werte von Bχ2 auf den unipotenten Elementen bestimmen.
WegenXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β ⊆ ker(ϕ) genu¨gt es auch hier, die Charakterwerte Bχ2(b)
fu¨r Elemente b der Form b = xα(d1)xβ(d2) mit d1 ∈ Fq3 und d2 ∈ Fq zu berechnen. Es sei
b = xα(d1)xβ(d2). Dann ist hi′,j′b = xα(τ2i
′
pi−j′d1)xβ(pi−i
′
pi2j
′
d2)hi′,j′ , also
Bχ2(b) =
∑
i′,j′
φ(τ2i
′
pi−j
′
d1 + pi−i
′
pi2j
′
d2) =

(q3 − 1)(q − 1) falls d1 = d2 = 0,
−(q − 1) falls d1 = 1, d2 = 0,
−(q3 − 1) falls d1 = 0, d2 = 1,
1 falls d1 = d2 = 1.
Damit kennen wir nun alle Charakterwerte von Bχ2.
Bχ3(k):
Es ist CT (Xα+β) = {h(t, t) | t ∈ F×q }. Fu¨r k = 0, . . . , q − 2 ist daher
ϕk : h(pii, pii)xα(d1)xα+β(d2)x2α+β(d3)x3α+β(d4)x3α+2β(d5) 7→ ζik1 φ(d2)
ein linearer Charakter von H := CT (Xα+β)XαXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β. Wir berechnen
den nach B induzierten Charakter Bχ3(k) := ϕBk . Eine Transversale fu¨r die Rechtsneben-
klassen von H in B ist
{hi′,s := h(τ i′ , 1)xβ(s) | i′ = 1, . . . , q3 − 1 , s ∈ Fq}.
Wir halten fest: X2α+βX3α+βX3α+2β ist ein Normalteiler von B und
X2α+βX3α+βX3α+2β ⊆ ker(ϕk). (4.7)
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Es genu¨gt somit, die Charakterwerte Bχ3(k)(b) fu¨r Elemente b der Form
b = hxα(d1)xβ(d2)xα+β(d3)
mit h ∈ T , d1, d3 ∈ Fq3 und d2 ∈ Fq zu berechnen. Wir beginnen wieder mit den
Werten auf den unipotenten Elementen. Es sei b = xα(d1)xβ(d2)xα+β(d3). Dann ist
hi′,sb = xα(. . . )xα+β(τ (−q
2−q+1)i′(d3 − sd1)) · . . . · hi′,d2+s.
Es sei zuna¨chst d2 = 1. Dann ist hi′,sb = . . . · hi′,1+s, also bleibt keine Nebenklasse fest,
d.h.
Bχ3(k)(b) = 0.
Es sei nun d1 = 1 und d2 = 0. Dann hat man
Bχ3(k)(b) =
∑
i′,s
φ(τ (−q
2−q+1)i′(d3 − s)) =
{
q(q2 − 1) falls d3 = 0
−q falls dq3 6= d3
.
Es sei nun d1 = d2 = 0. Dann hat man
Bχ3(k)(b) =
∑
i′,s
φ(τ (−q
2−q+1)i′d3) =
{
q(q3 − 1) falls d3 = 0
−q falls d3 6= 0
.
Unter Beachtung von (4.7) kennen wir damit die Werte von Bχ3(k) auf allen unipotenten
Konjugiertenklassen von B. Die einzigen halbeinfachen Konjugiertenklassen von B, die
nichtleeren Durchschnitt mit H haben, sind die halbeinfachen Klassen von B der Typen
h1, h3, und h7. Es nun b = h(−1,−1)xα+β(d). Dann ist
hi′,sb = xα(. . . )xα+β(τ (−q
2−q+1)i′d) · . . . · hi′,−s,
also
Bχ3(k)(b) = (−1)k
∑
i′
φ(τ (−q
2−q+1)i′d) =
{
(−1)k(q3 − 1) falls d = 0
−(−1)k falls d 6= 0 .
Wir betrachten nun die Werte von Bχ3(k) auf den Konjugiertenklassen von B vom Typ c7,j
Es sei b = h(ζ˜i1, ζ˜
i
1)xα+β(d) mit i ∈ {0, . . . , q − 2}, i 6= 0, q−12 . Dann ist
hi′,sb = xα(. . . )xα+β(τ (−q
2−q+1)i′d) · . . . · hi′,ζ˜i1s,
also
Bχ3(k)(b) = ζ
ik
1
∑
i′
φ(τ (−q
2−q+1)i′d) =
{
ζik1 (q
3 − 1) falls d = 0
−ζik1 falls d 6= 0
.
Auf allen anderen Konjugiertenklassen von B haben die Bχ3(k), k = 0, 1, . . . , q− 2 den
Wert 0. Damit haben wir alle Charakterwerte von Bχ3(k), k = 0, 1, . . . , q − 2 bestimmt.
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Bχ4:
Durch
ϕ : xβ(d1)xα+β(d2)x2α+β(d3)x3α+β(d4)x3α+2β(d5) 7→ φ(d2)
wird ein linearer Charakter von UP definiert. Wir berechnen den nach B induzierten
Charakter Bχ4 := ϕB. Eine Transversale fu¨r die Rechtsnebenklassen von H in B ist
{hi′,j′,s := h(τ i′ , pij′)xα(s) | i′ = 1, . . . , q3 − 1 , j′ = 1, . . . , q − 1 , s ∈ Fq3}.
Wir halten fest: X2α+βX3α+βX3α+2β ist ein Normalteiler von B und
X2α+βX3α+βX3α+2β ⊆ ker(ϕ). (4.8)
Es genu¨gt somit, die Charakterwerte Bχ4(b) fu¨r Elemente b der Form
b = hxα(d1)xβ(d2)xα+β(d3)
mit h ∈ T , d1, d3 ∈ Fq3 und d2 ∈ Fq zu berechnen. Wir beginnen wieder mit den Werten
auf den unipotenten Elementen. Es sei b = xα(d1)xβ(d2)xα+β(d3). Dann ist hi′,j′,sb =
xβ(. . . )xα+β(τ (−q
2−q+1)i′pij′(d3 + (s+ d1)d2)) · . . . · hi′,d1+s.
Es sei zuna¨chst d1 = 1. Dann ist hi′,sb = . . . · hi′,1+s, also bleibt keine Nebenklasse fest,
d.h.
Bχ4(b) = 0.
Es sei nun d1 = 0 und d2 = 1. Dann hat man
Bχ4(b) =
∑
i′,j′,s
φ(τ (−q
2−q+1)i′pij
′
(d3 + s)) = 0.
Es sei nun d1 = d2 = 0. Dann hat man
Bχ4(b) =
∑
i′,j′,s
φ(τ (−q
2−q+1)i′pij
′
d3) =
{
q3(q3 − 1)(q − 1) falls d3 = 0
−q3(q − 1) falls d3 6= 0
.
Unter Beachtung von (4.8) kennen wir damit die Werte von Bχ4 auf allen unipotenten Kon-
jugiertenklassen von B. Da Bχ4 durch Induktion vom Normalteiler UP entsteht, verschwin-
det Bχ4 auf allen anderen Konjugiertenklassen. Damit haben wir alle Charakterwerte von
Bχ4 berechnet. Man beachte, dass wir in den Berechnungen sa¨mtlicher Charakterwerte
von Bχ4 nur benutzt haben, dass φ nichttrivial ist (siehe hierzu auch Bemerkung 4.5.1 am
Ende dieses Abschnitts).
Bχ5(k):
Es ist CT := CT (Xβ)∩CT (X3α+β) = {h(t, 1) | t ∈ F×q3 , tq
2+q+1 = 1}. Fu¨r k = 0, . . . , q2+ q
ist daher
ϕk : h(τ (q−1)i, 1)xβ(d1)xα+β(d2)x2α+β(d3)x3α+β(d4)x3α+2β(d5) 7→ φik3 φ(d1 + d4)
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ein linearer Charakter vonH := CTXβXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β. Wir berechnen den nach
B induzierten Charakter Bχ5(k) := ϕBk . Eine Transversale fu¨r die Rechtsnebenklassen
von H in B ist
{hi′,j′,s := h(τ i′ , pij′)xα(s) | i′, j′ = 1, . . . , q − 1 , s ∈ Fq3}.
Wir halten fest: X3α+2β ist ein Normalteiler von B und
X3α+2β ⊆ ker(ϕk). (4.9)
Es genu¨gt somit, die Charakterwerte Bχ5(k)(b) fu¨r Elemente b der Form
b = hxα(d1)xβ(d2)xα+β(d3)x2α+β(d4)x3α+β(d5)
mit h ∈ T , d1, d3, d4 ∈ Fq3 und d2, d5 ∈ Fq zu berechnen. Die Bestimmung von Bχ5(k) =
ϕBk ist komplizierter als bei den Charakteren Bχ1 bis Bχ4. Wir fassen Fq als Teilko¨rper
von Fq3 auf und erinnern an die Spur von Fq3 u¨ber Fq:
Tr :
Fq3 → Fq
u 7→ uq2 + uq + u .
Es seien λ ∈ Fq3 , ν ∈ Fq ⊆ Fq3 und
f := Xq+1 +Xq
2+q +Xq
2+1 + ν ∈ Fq[X],
g := Xq
2+q+1 − (λqX + λq2Xq + λXq2)− ν ∈ Fq3 [X].
Wir definieren (vergleiche Geck [19], Seite 93):
L(ν) := |{x ∈ Fq3 | f(x) = 0}|,
M(λ, ν) := |{x ∈ Fq3 | g(x) = 0}|.
Fu¨r L(ν) und M(λ, ν) beweist Geck (siehe Geck [19], Seite 97f):
L(ν) =

q2 + q falls ν 6= 0 ein Quadrat ist,
q2 − q falls ν 6= 0 ein Nicht–Quadrat ist,
q2 falls ν = 0 ist
und
M(λ, ν) =

1 falls λ = ν = 0,
q2 + 1 falls xβ(1)x2α+β(λ)x3α+β(ν) in cG1,2 fusioniert,
q2 + q + 1 falls xβ(1)x2α+β(λ)x3α+β(ν) in cG1,3 fusioniert,
q2 − q + 1 falls xβ(1)x2α+β(λ)x3α+β(ν) in cG1,4 fusioniert.
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Wir beginnen nun mit der Bestimmung der Charakterwerte auf den unipotenten Elemen-
ten. Es sei b = xα(d1)xβ(d2)xα+β(d3)x2α+β(d4)x3α+β(d5).
Es sei zuna¨chst d1 = 1. Dann ist hi′,j′,sb = . . . · hi′,j′,1+s, also bleibt keine Nebenklasse
fest, d.h.
Bχ5(k)(b) = 0.
Es sei nun d1 = d3 = 0 und d2 = 1. Dann hat man
hi′,j′,sb = xβ(pi2j
′−i′) · . . . · x3α+β(pii′−j′(d5 − Tr(sdq4) + sq
2+q+1)) · . . . · hi′,j′,s.
Also
Bχ5(k)(b) =
∑
i′,j′,s
φ(pi2j
′−i′ + pii
′−j′(d5 − Tr(sdq4) + sq
2+q+1))
=
∑
i′,j′,s
φ(pij
′−i′ + pii
′
(d5 − Tr(sdq4) + sq
2+q+1)).
Ist d5 − Tr(sdq4) + sq
2+q+1 6= 0, so hat man
∑
i′,j′
φ(pij
′−i′ + pii
′
(d5 − Tr(sdq4) + sq
2+q+1)) =
(∑
i′
φ(pii
′
)
)
·
∑
j′
φ(pij
′
)
 = (−1)2 = 1.
Fu¨r d5 − Tr(sdq4) + sq
2+q+1 = 0 ergibt sich∑
i′,j′
φ(pij
′−i′ + pii
′
(d5 − Tr(sdq4) + sq
2+q+1)) =
∑
i′,j′
φ(pij
′−i′) = −(q − 1).
Also gilt:
Bχ5(k)(b) = q
3 −M(d4, d5)− (q − 1)M(d4, d5) = q3 − qM(d4, d5).
Hieraus ergeben sich die Werte von Bχ5(k) auf den unipotenten Konjugiertenklassen c1,3,
c1,6, c1,8, c1,9, c1,12, c1,13 und c1,16.
Als na¨chstes sei d1 = d2 = d4 = 0 und d3 = 1. Dann hat man
hi′,j′,sb = xα+β(. . . ) · . . . · x3α+β(pii′−j′(d5 +Tr(sq2+q))) · . . . · hi′,j′,s.
Also
Bχ5(k)(b) =
∑
i′,j′,s
φ(pii
′−j′(d5 +Tr(sq
2+q))),
somit
Bχ5(k)(b) = −(q − 1)(q3 − L(d5)) + (q − 1)2L(d5) = q(q − 1)(L(d5)− q2).
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Hieraus folgen die Werte von Bχ5(k) auf den unipotenten Konjugiertenklassen c1,5, c1,10
und c1,14.
Fu¨r d1 = d2 = d3 = d5 = 0 und d4 = 1 ergibt sich
hi′,j′,sb = xα+β(. . . ) · . . . · x3α+β(pii′−j′(−Tr(s))) · . . . · hi′,j′,s
und daher
Bχ5(k)(b) =
∑
i′,j′,s
φ(pii
′−j′(−Tr(s))) = 0.
Fu¨r d1 = d2 = d3 = d4 = 0 und d5 = 1 ergibt sich
hi′,j′,sb = xα+β(. . . ) · . . . · x3α+β(pii′−j′) · . . . · hi′,j′,s
und daher
Bχ5(k)(b) =
∑
i′,j′,s
φ(pii
′−j′) = −q3(q − 1).
Unter Beachtung von (4.9) kennen wir damit die Werte von Bχ5(k) auf allen unipotenten
Konjugiertenklassen von B. Die einzigen halbeinfachen Konjugiertenklassen von B, die
nichtleeren Durchschnitt mit H haben, sind die halbeinfachen Klassen von B der Typen
h1 und h5. Es sei b = h(ϕ˜i1, 1)xβ(d1)x3α+β(d2) mit i ∈ {1, . . . , q2 + q}. Dann ist
hi′,j′,sb = h(ϕ˜i1, 1)xβ(pi
−i′pi2j
′
d1) · . . . · x3α+β(pii′pi−j′(d2 + (ϕ˜−2i3 s)q
2+q+1d1) · . . . · hi′,ζ˜−2is,
also
Bχ5(k)(b) = ϕ
ik
3
∑
i′,j′
φ(pi−i
′
pi2j
′
d1 + pii
′
pi−j
′
d2) =

ϕik3 (q − 1)2 falls d1 = d2 = 0
ϕik3 falls d1 = d2 = 1
−ϕik3 (q − 1) falls d1 oder d2 = 0.
Damit haben wir alle Charakterwerte von Bχ5(k), k = 0, 1, . . . , q2 + q bestimmt.
Bχ6(k):
Es ist CT (X3α+2β) = {h(t, 1) | t ∈ F×q3}. Fu¨r k = 0, . . . , q3 − 2 ist daher
ϕk : h(τ i, 1)xα(d1)x2α+β(d2)x3α+β(d3)x3α+2β(d4) 7→ ζik3 φ(d4)
ein linearer Charakter von H := CT (X3α+2β)XαX2α+βX3α+βX3α+2β. Fu¨r k = 0, . . . , q3−2
definieren wir Bχ6(k) := ϕBk . Eine Transversale fu¨r die Rechtsnebenklassen von H in B
ist
{hj′,r,s := h(1, pij′)xβ(r)aα+β(s) | j′ = 1, . . . , q − 1 , r ∈ Fq , s ∈ Fq3}.
Der Spezialfall ϕB0 ist schon in Geck [19] auf den Seiten 95 bis 97 ausgerechnet. Da die
Rechnungen fu¨r den allgemeinen Fall analog verlaufen, wollen wir hier auf die Details der
Rechnung verzichten.
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4.5.1 Bemerkung
An Hand der Tabelle A.41 kann man erkennen, dass die hier konstruierten Charaktere
Bχ1, . . .Bχ6 nicht von der Wahl des linearen Charakters φ der additiven Gruppe von Fq3
abha¨ngen, sofern nur φ nichttrivial auf Fq einschra¨nkt. Bei der Konstruktion von Bχ4
erha¨lt man sogar das gleiche Ergebnis, wenn man statt der nichttrivialen Einschra¨nkung
von φ auf Fq nur die Nichttrivialita¨t von φ voraussetzt.
4.6 Die Charaktertafel eines unipotenten Radikals
Wir verwenden in diesem Abschnitt die gleichen Bezeichnungen wie in den Kapiteln 2
und 3. Insbesondere sei P die bereits in Abschnitt 3.5 untersuchte maximale parabolische
Untergruppe von G = 3D4(q), q ungerade. Bei der Berechnung der Charaktertafel der
maximalen parabolischen Untergruppe P stu¨tzen wir uns auf die Levi–Zerlegung:
P = LP n UP
(siehe Satz 3.5.1). Um irreduzible Charaktere von P mittels Clifford–Theorie konstruieren
zu ko¨nnen, beno¨tigen wir die irreduziblen Charaktere des unipotenten Radikals UP . Wir
bestimmen daher in diesem Abschnitt die Charaktertafel von UP . Wir beginnen mit der
Berechnung der Konjugiertenklassen von UP . Zum Rechnen in UP brauchen wir nur die
Kommutatorrelationen aus Tabelle 2.3. Wir stu¨tzen uns bei unseren Berechnungen auf
eine einfache Beobachtung, die wir in einer Bemerkung zusammenfassen:
4.6.1 Bemerkung
Fu¨r das Zentrum Z(UP ) und die Kommutatorgruppe [UP , UP ] von UP gilt:
Z(UP ) = [UP , UP ] = X3α+2β.
Der Faktor UP /X3α+2β ist elementar–abelsch von Ordnung q8. Insbesondere ist UP eine
spezielle p–Gruppe.
Beweis: Dies folgt aus den Kommutatorrelationen in Tabelle 2.3. 
Wir beginnen mit der Bestimmung der Konjugiertenklassen von UP . Wir erinnern noch ein-
mal daran, dass wir in Abschnitt 2.2 mit Fq bzw. Fq3 den eindeutig bestimmten Teilko¨rper
von F mit q bzw. q3 Elementen bezeichnet haben.
Aus Bemerkung 4.6.1 folgt, dass es in UP die zentralen Konjugiertenklassen mit Ver-
tretern
u1(d) := x3α+2β(d)
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mit d ∈ Fq gibt. Da nach Bemerkung 4.6.1 der Faktor UP /X3α+2β abelsch ist, sind die
Elemente
u2(d1, d2, d3, d4) := xβ(d1)xα+β(d2)x2α+β(d3)x3α+β(d4)
mit (d1, d2, d3, d4) ∈ Fq × Fq3 × Fq3 × Fq − {(0, 0, 0, 0)}, in UP paarweise nicht konjugiert.
Mittels der Kommutatorrelationen in Tabelle 2.3 besta¨tigt man:
|CUP (u2(d1, d2, d3, d4))| =
|UP |
q
= q8.
Summation u¨ber die Klassenla¨ngen zeigt, dass wir damit alle Konjugiertenklassen von UP
gefunden haben. Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen:
4.6.2 Satz (Konjugiertenklassen von UP )
Das unipotente Radikal UP von P besitzt genau q
8 + q − 1 Konjugiertenklassen. Ein
vollsta¨ndiges Vertretersystem mit zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen ist durch Tabel-
le A.42 im Anhang gegeben.
Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. 
Wir kommen nun zur Bestimmung der irreduziblen Charaktere von UP . Aus Bemer-
kung 4.6.1 folgt, dass UP genau q8 lineare Charaktere besitzt, die durch
χφ1,φ2,φ3,φ4(xβ(d1)xα+β(d2)x2α+β(d3)x3α+β(d4)x3α+2β(d5)) := φ1(d1)φ2(d2)φ3(d3)φ4(d4)
mit (φ1, φ2, φ3, φ4) ∈ Irr(Fq)× Irr(Fq3)× Irr(Fq3)× Irr(Fq) gegeben sind. Hierbei sind mit
Irr(Fq) bzw. Irr(Fq3) die irreduziblen Charaktere der additiven Gruppen von Fq bzw. Fq3
gemeint.
Da UP genau q8 + q − 1 Konjugiertenklassen besitzt, fehlen uns also noch q − 1 irre-
duzible Charaktere von UP . Die noch fehlenden q − 1 irreduziblen Charaktere von UP
gewinnen wir durch Induktion linearer Charaktere von X2α+βX3α+βX3α+2β nach UP . Wir
bedienen uns dabei der gleichen Vorgehensweise wie bei der Induktion linearer Charaktere
in Abschnitt 4.5.
Es sei φ ein beliebiger nichttrivialer irreduzibler Charakter der additiven Gruppe von Fq.
Mit θφ bezeichnen wir den linearen Charakter von X2α+βX3α+βX3α+2β, der durch
θφ(x2α+β(c1)x3α+β(c2)x3α+2β(c3)) := φ(c3)
definiert ist. Mit Hilfe der Induktionsformel (4.1) ko¨nnen wir dann χφ := θφ↑UP berechnen,
wobei wir als Transversale
{xβ(s1)xα+β(s2) | s1 ∈ Fq, s2 ∈ Fq3}
wa¨hlen. Das Ergebnis findet man in der dritten Zeile von Tabelle A.44 im Anhang. Wie
man mit den Angaben aus Tabelle A.42 nachrechnet, haben die Charaktere χφ alle die
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Norm 1. Da sich die χφ auf den zentralen Klassen unterscheiden (vergleiche Tabelle A.44),
sind sie paarweise verschieden, so dass wir damit q−1 irreduzible Charaktere vom Grad q4
gefunden haben. Somit haben wir alle irreduziblen Charaktere von UP gefunden. Damit
haben wir gezeigt:
4.6.3 Satz
Das unipotente Radikal UP besitzt genau q
8 + q − 1 irreduzible Charaktere. Die Charak-
tertafel von UP ist durch die Tabellen A.43 und A.44 im Anhang gegeben.
Beweis: Siehe den vorangegangenen Abschnitt. 
4.7 Charaktere eines weiteren unipotenten Radikals
Wir verwenden in diesem Abschnitt die gleichen Bezeichnungen wie in den Kapiteln 2
und 3. Insbesondere sei Q die bereits in Abschnitt 3.6 untersuchte maximale parabolische
Untergruppe von G = 3D4(q), q ungerade. Zur Berechnung irreduzibler Charaktere von Q
werden wir spa¨ter irreduzible Charaktere des unipotenten Radikals UQ von Q beno¨tigen.
4.7.1 Bemerkung
Analog zur Berechnung der Charaktertafel des unipotenten Radikals UP von P ko¨nnte
man versuchen, die vollsta¨ndige Charaktertafel von UQ zu bestimmen. Dies erweist sich
jedoch als schwierig. Ein Grund hierfu¨r besteht darin, dass UQ die Nilpotenzklasse 3 besitzt
(wa¨hrend UP von Nilpotenzklasse 2 ist). Im Gegensatz zu UP , ist also UQ keine spezielle
p–Gruppe. Die Methoden aus dem vorangegangenen Abschnitt 4.6 zur Berechnung der
Charaktertafel von UP lassen sich also nicht ohne Weiteres auf UQ u¨bertragen. Besondere
Schwierigkeiten bereitet die Berechnung der irreduziblen Charaktere von UQ, die nicht-
trivial auf das Zentrum Z(UQ) von UQ einschra¨nken. Da es mir bislang nicht gelungen
ist, diese irreduziblen Charaktere zu berechnen, begnu¨gen wir uns in diesem Abschnitt
damit, alle anderen irreduziblen Charaktere von UQ zu bestimmen. Die Faktorgruppe
UQ := UQ/Z(UQ) ist eine spezielle p–Gruppe, und die Methoden aus dem vorangegan-
genen Abschnitt 4.6 lassen sich benutzen, um die vollsta¨ndige Charaktertafel von UQ
auszurechnen. Dies wird in diesem Abschnitt durchgefu¨hrt. Gleichbedeutend hiermit ist
die Bestimmung aller irreduziblen Charaktere von UQ, die trivial auf Z(UQ) einschra¨nken.
An den Kommutatorrelationen aus Tabelle 2.3 erkennt man, dass X3α+βX3α+2β das
Zentrum von UQ ist. Wir betrachten die Faktorgruppe UQ := UQ/X3α+βX3α+2β . Die
Berechnung der Konjugiertenklassen von UQ verla¨uft analog zur Berechnung der Konju-
giertenklassen von UP . Wir geben daher hier nur die Ergebnisse an.
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4.7.2 Satz (Konjugiertenklassen von UQ)
Die Faktorgruppe UQ des unipotenten Radikals UQ besitzt genau q
6 + q3 − 1 Konjugier-
tenklassen. Ein vollsta¨ndiges Vertretersystem mit zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen ist
durch Tabelle A.50 im Anhang gegeben. In Tabelle A.50 ist fu¨r Elemente u ∈ UQ mit u¯
die Restklasse von u modulo X3α+βX3α+2β gemeint.
Beweis: Analog zu Satz 4.6.2. 
Mit den gleichen Methoden wie bei der Bestimmung der Charaktertafel von UP la¨sst
sich auch die Charaktertafel von UQ ausrechnen. Da die Rechenschritte analog verlaufen,
verzichten wir hier auf eine Beschreibung der Details und geben nur die Ergebnisse an:
4.7.3 Satz
Die Faktorgruppe UQ des unipotenten Radikals UQ besitzt genau q
6 + q3 − 1 irreduzible
Charaktere. Die Charaktertafel von UQ ist durch die Tabellen A.51 und A.52 im Anhang
gegeben.
Beweis: Analog zu Satz 4.6.3. 
Ha¨ufig werden wir die irreduziblen Charaktere χφ1,φ2 und χφ von UQ vermo¨ge Inflation
mit den entsprechenden Charakteren von UQ, die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten, iden-
tifizieren. Wir verwenden fu¨r diese Charaktere von UQ dann ebenfalls die Bezeichnungen
χφ1,φ2 bzw. χφ.
4.8 Tra¨gheitsgruppen in P
Die parabolische Untergruppe P operiert auf den irreduziblen Charakteren ihres unipo-
tenten Radikals UP per Konjugation. Die Stabilisatoren der irreduziblen Charaktere von
UP bezu¨glich dieser Operation sind die Tra¨gheitsgruppen. Die Clifford–Theorie liefert Be-
ziehungen zwischen den irreduziblen Charakteren von P und gewissen irreduziblen Cha-
rakteren der Tra¨gheitsgruppen (fu¨r Details hierzu siehe Abschnitt 4.1).
Fu¨r uns sind die Tra¨gheitsgruppen in zweierlei Hinsicht von Interesse: Zum einen wer-
den wir sie in diesem Kapitel beno¨tigen, um irreduzible Charaktere von P zu konstruieren.
Zum andern werden sie im na¨chsten Kapitel eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der
Blockeinteilung der irreduziblen Charaktere von P spielen. Wir wollen daher in diesem Ab-
schnitt die Tra¨gheitsgruppen der irreduziblen Charaktere von UP in P bis auf Konjugation
bestimmen.
Zur Beschreibung der Konjugiertenklassen und irreduziblen Charaktere von UP be-
nutzen wir weiterhin die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.6. Wir setzen auch in diesem
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Abschnitt die Primzahlpotenz q als ungerade voraus. Bevor wir das Hauptergebnis die-
ses Abschnitts formulieren, wollen wir noch einige weitere Notationen einfu¨hren. Fu¨r einen
irreduziblen Charakter ϑ von UP bezeichne IP (ϑ) die Tra¨gheitsgruppe von ϑ in P (verglei-
che Abschnitt 4.1). Da UP auf Irr(UP ) per Konjugation trivial operiert, gilt UP ⊆ IP (ϑ)
fu¨r alle ϑ ∈ Irr(UP ). Wir definieren die Tra¨gheitsfaktorgruppe I¯P (ϑ) von ϑ durch
I¯P (ϑ) := IP (ϑ)/UP .
Auf Grund der Levi–Zerlegung werden wir ha¨ufig I¯P (ϑ) mit IP (ϑ) ∩ LP identifizieren.
Fu¨r die irreduziblen Charaktere von UP wa¨hlen wir die gleichen Bezeichnungen wie in
Tabelle A.44.
Hauptziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:
4.8.1 Satz (Tra¨gheitsgruppen in P )
Es sei φ ein nichttrivialer irreduzibler Charakter der additiven Gruppe von Fq und φ′ ein
nichttrivialer irreduzibler Charakter der additiven Gruppe von Fq3 mit der Eigenschaft
{r ∈ Fq3 | rq
2
+ rq + r = 0} ⊆ ker(φ′).
Wir definieren ψ0, ψ1, ψ2, ψ3, ψ5 ∈ Irr(UP ) durch:
ψ0 := χ1,1,1,1,
ψ1 := χφ,1,1,1,
ψ2 := χ1,φ′,1,1,
ψ3 := χφ,1,1,φ,
ψ5 := χφ.
Dann existiert ein linearer Charakter ψ4 von UP , so dass die folgenden Aussagen (a) bis
(c) wahr sind:
(a) {ψ0, . . . , ψ4, ψ5} ist ein Vertretersystem der Bahnen von P auf Irr(UP ),
(b) die Tra¨gheitsfaktorgruppen I¯j := I¯P (ψj), j = 0, 1, . . . , 5, haben die Ordnungen:
|I¯0| = q3(q6 − 1)(q − 1),
|I¯1| = q3(q3 − 1),
|I¯2| = q2(q − 1),
|I¯3| = 2(q2 + q + 1),
|I¯4| = 2(q2 − q + 1),
|I¯5| = q3(q6 − 1).
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(c) fu¨r die Tra¨gheitsfaktorgruppen gilt:
0. I¯0 = LP ,
1. I¯1 = {h(t2, tq2+q+1, t2q, t2q2)xα(s) | t ∈ F, tq3−1 = 1, s ∈ Fq3},
2. I¯2 = {h(t, t, tq, tq2)xα(s) | t ∈ F, tq−1 = 1, s ∈ Fq3 , sq2 + sq + s = 0},
3. I¯3 = 〈nαh(1,−1, 1, 1) , h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, tq2+q+1 = 1〉,
4. I¯4 = 〈n4〉 n {h(t, 1, t−q, tq−1) | t ∈ F, tq2−q+1 = 1}, wobei n4 eine Involution
mit CI¯4(n4) = 〈n4〉 und {h(t, 1, t−q, tq−1) | t ∈ F, tq
2−q+1 = 1} ein zyklischer
Normalteiler der Ordnung q2 − q + 1 von I¯4 ist,
5. I¯5 = L′P (zur Definition von L
′
P siehe (4.5) in Abschnitt 4.3).
4.8.2 Bemerkung
Eine explizite Angabe von ψ4 ist schwierig und wird hier nicht vorgenommen.
Beweis (von Satz 4.8.1):
Da UP auf den Konjugiertenklassen von UP und den irreduziblen Charakteren von UP per
Konjugation trivial operiert, genu¨gt es zur Bestimmung der Bahnen und Tra¨gheitsgruppen
auf Grund der Levi–Zerlegung, die Operation von LP auf den Konjugiertenklassen und
irreduziblen Charakteren von UP zu betrachten.
Die Bezeichnungen fu¨r die Konjugiertenklassen und irreduziblen Charaktere von UP u¨ber-
nehmen wir aus den Tabellen A.42 bis A.44 im Anhang.
I¯5:
Aus den Relationen in Tabelle 2.2 folgt:
h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )
−1u1(d)h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) = u1(t
−1
2 d),
also operiert LP transitiv auf den q − 1 nichttrivialen zentralen Konjugiertenklassen
von UP . Dies sind genau die Konjugiertenklassen, auf denen sich die irreduziblen Cha-
raktere vom Grad q4 von UP unterscheiden. Also bilden diese irreduziblen Charaktere
von UP eine Bahn der La¨nge q − 1 unter der Operation von LP . Damit wissen wir be-
reits |I¯5| = |LP |q−1 = q3(q6 − 1). Aus den Relationen in Abschnitt 2.3 ergibt sich L′P ⊆ I¯5.
Aus Ordnungsgru¨nden gilt hier Gleichheit. Damit haben wir bereits die Aussagen u¨ber I¯5
bewiesen.
Es sind nun also noch die Aussagen u¨ber die Bahnen und Tra¨gheitsgruppen der linearen
Charaktere nachzuweisen. Mit Hilfe der Relationen aus Abschnitt 2.3 und den Informa-
tionen aus Tabelle A.25 im Anhang rechnet man nach, dass die Operation von LP auf
den Konjugiertenklassen von UP in genau 6 Bahnen zerfa¨llt. Nach dem Permutationslem-
ma 4.1.1 zerfa¨llt dann auch die Operation von LP auf Irr(UP ) in genau 6 Bahnen. Wie wir
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bereits gesehen haben, bilden die irreduziblen Charaktere vom Grad q4 von UP eine solche
Bahn. Demnach teilen sich die linearen Charaktere von UP in genau 5 Bahnen unter der
Operation von LP auf. Fu¨r die im Satz definierten linearen Charaktere ψ0, . . . , ψ3 wollen
wir nun die Tra¨gheitsfaktorgruppen I¯j , j = 0, . . . , 3 berechnen.
I¯0:
χ1,1,1,1 ist der triviale Charakter von UP und ist daher unter ganz LP invariant.
I¯1:
Es sei zuna¨chst x = h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )xα(s) mit t1, t2 ∈ F, tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1, s ∈ Fq3 . Mittels
der Relationen in Abschnitt 2.3 rechnet man nach, dass
ψx1 (u2(d1, d2, d3, d4)) = ψ1(u2(d1, d2, d3, d4))
genau dann gilt, wenn
φ(t−q
2−q−1
1 t
2
2d1) = φ(d1)
ist. Also ist ψx1 = ψ1 genau dann, wenn
(t−q
2−q−1
1 t
2
2 − 1)d1 ∈ ker(φ)
fu¨r alle d1 ∈ Fq gilt, wenn also tq
2+q+1
1 = t
2
2 ist. Dies wiederum ist gleichbedeutend damit,
dass h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) von der Form h(t
2, tq
2+q+1, t2q, t2q
2
) mit t ∈ F, tq3−1 = 1 ist.
Insbesondere ergibt sich hieraus weiter, dass ψ1 invariant unter Xα ist. Es sei jetzt x =
xα(r)nαh(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) mit t1, t2 ∈ F, tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1, r ∈ Fq3 . Mittels der Relationen in
Abschnitt 2.3 rechnet man wiederum nach, dass
ψx1 (u2(d1, d2, d3, d4)) = ψ1(u2(d1, d2, d3, d4))
genau dann gilt, wenn
φ(−d4tq
2+q+1
1 t
−1
2 ) = φ(d1)
ist. Also ist ψx1 = ψ1 genau dann, wenn
d1 + d4t
q2+q+1
1 t
−1
2 ∈ ker(φ)
fu¨r alle d1, d4 ∈ Fq gilt. Dies ist nicht fu¨r alle d1, d4 ∈ Fq erfu¨llbar. Damit sind die Aussagen
u¨ber I¯1 in Satz 4.8.1 bewiesen.
I¯2:
Der Beweis der Aussagen u¨ber I¯2 verla¨uft analog zu dem Beweis fu¨r I¯1 (die auftretenden
Gleichungssysteme sind allerdings etwas la¨nglicher).
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I¯3:
Wir erinnern noch einmal an die Spurabbildung
Tr :
Fq3 → Fq
u 7→ uq2 + uq + u
und daran, dass Tr surjektiv ist (siehe Theorem VI.5.2 in Lang [33]). Es sei zuna¨chst
x = h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )xα(s) mit t1, t2 ∈ F, tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1, s ∈ Fq3 . Mittels der Relationen
in Abschnitt 2.3 rechnet man nach, dass
ψx3 (u2(d1, d2, d3, d4)) = ψ3(u2(d1, d2, d3, d4))
genau dann gilt, wenn
φ(d1t
−q2−q−1
1 t
2
2 + d4t
q2+q+1
1 t
−1
2 − Tr(sq
2
d3t
q2+q+1
1 t
−1
2 )+
Tr(sq
2+qd2t
q2+q+1
1 t
−1
2 ) + s
q2+q+1d1t
q2+q+1
1 t
−1
2 ) = φ(d1 + d4)
ist. Also ist ψx3 = ψ3 genau dann, wenn
d1(t
−q2−q−1
1 t
2
2 − 1) + d4(tq
2+q+1
1 t
−1
2 − 1)− Tr(sq
2
d3t
q2+q+1
1 t
−1
2 )+ (4.10)
Tr(sq
2+qd2t
q2+q+1
1 t
−1
2 ) + s
q2+q+1d1t
q2+q+1
1 t
−1
2 ∈ ker(φ)
fu¨r alle (d1, d2, d3, d4) ∈ Fq×Fq3×Fq3×Fq gilt. Wir nehmen nun an, dass ψx3 = ψ3 sei. Dann
ist also (4.10) fu¨r alle d1, d2, d3, d4 erfu¨llt. Dies gilt insbesondere fu¨r d1 = d3 = d4 = 0.
Somit ist
Tr(sq
2+qd2t
q2+q+1
1 t
−1
2 ) ∈ ker(φ)
fu¨r alle d2 ∈ Fq3 . Da t1, t2 6= 0 sind und Tr surjektiv ist, folgt s = 0. Aus (4.10) folgt nun
also
d1(t
−q2−q−1
1 t
2
2 − 1) + d4(tq
2+q+1
1 t
−1
2 − 1) ∈ ker(φ) (4.11)
fu¨r alle d1, d4 ∈ Fq. Setzt man in (4.11) d1 = 0 bzw. d4 = 0, so folgt: tq
2+q+1
1 = t2
bzw. tq
2+q+1
1 = t
2
2. Hieraus schließt man dann weiter: t
q2+q+1
1 = 1 und t2 = 1 und somit
x = h(t, 1, tq, tq
2
) mit tq
2+q+1 = 1. Umgekehrt sieht man fu¨r jedes Element x der Form
x = h(t, 1, tq, tq
2
) mit tq
2+q+1 = 1 durch Einsetzen in (4.10) ein, dass ψx3 = ψ3 gilt.
Damit haben wir gezeigt: Fu¨r jedes Element x = h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )xα(s) mit t1, t2 ∈ F,
tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1, s ∈ Fq3 gilt ψx3 = ψ3 genau dann, wenn x = h(t, 1, tq, tq
2
) mit tq
2+q+1 = 1
ist.
Fu¨r Elemente x der Form x = xα(r)nαh(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )xα(s) t1, t2 ∈ F, tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1,
r, s ∈ Fq3 verlaufen die Rechnungen analog. Es ergibt sich: ψx3 = ψ3 gilt genau dann, wenn
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r = s = 0, tq
2+q+1
1 = 1 und t2 = −1 gilt. Also gilt wie in Satz 4.8.1, (c) behauptet:
I¯3 = 〈nαh(1,−1, 1, 1) , h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, tq2+q+1 = 1〉
= {h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, tq2+q+1 = 1} ∪
{nαh(t,−1, tq, tq2) | t ∈ F, tq2+q+1 = 1},
wobei die Vereinigung disjunkt ist. Insbesondere ist damit |I¯3| = 2(q2 + q + 1) gezeigt.
Damit haben wir auch die Aussagen u¨ber I¯3 in Satz 4.8.1 bewiesen.
I¯4:
Wie wir bereits auf Seite 114 gesehen haben, zerfa¨llt die Operation von LP auf den linearen
Charakteren von UP in genau 5 Bahnen. Da I¯0, . . . , I¯3 unterschiedliche Ordnungen haben,
liegen ψ0, . . . , ψ3 jeweils in verschiedenen Bahnen unter der Operation von LP . Durch
Summation der Bahnla¨ngen folgt, dass die noch fehlende Bahn der Operation von LP
auf den linearen Charakteren von UP die La¨nge 12q
3(q3 − 1)(q2 − 1) haben muss. Die
Tra¨gheitsfaktorgruppen der linearen Charaktere von UP in dieser Bahn haben also jeweils
die Ordnung 2(q2 − q + 1). Wir betrachten die zyklische Untergruppe
{h(t, 1, t−q, tq−1) | t ∈ F, tq2−q+1 = 1}
der Ordnung q2 − q + 1, die im getwisteten maximalen Torus TF2 von LP enthalten ist.
Es sei h ein Erzeuger dieser zyklischen Gruppe. Wie man den Zentralisatorordnungen in
Tabelle A.25 entnehmen kann, gibt es eine nichtzentrale Konjugiertenklasse von UP , die
unter Konjugation mit dem halbeinfachen Element h invariant bleibt. Aus dem Permuta-
tionslemma 4.1.1 folgt somit, dass es einen nichttrivialen linearen Charakter von UP gibt,
der unter Konjugation mit h invariant ist. Es sei ψ4 ein solcher Charakter von UP . Dann
gilt also |I¯4| = 2(q2 − q + 1), und {h(t, 1, t−q, tq−1) | t ∈ F, tq2−q+1 = 1} ist ein zyklischer
Normalteiler vom Index 2 in I¯4. Es sei n4 eine Involution in I¯4. Dann gilt:
I¯4 = 〈n4〉n {h(t, 1, t−q, tq−1) | t ∈ F, tq2−q+1 = 1}.
Um alle Aussagen in Satz 4.8.1 zu beweisen, mu¨ssen wir noch CI¯4(n4) = 〈n4〉 zeigen.
Angenommen, dies sei falsch. Dann wa¨re
CI¯4(n4) ∩ {h(t, 1, t−q, tq−1) | t ∈ F, tq
2−q+1 = 1} 6= {1}.
Insbesondere ga¨be es ein nichttriviales Element in CI¯4(n4) ⊆ CLP (n4), dessen Ordnung ein
Teiler von q2− q+1 ist. Aus den Zentralisatorordnungen in Tabelle A.17 im Anhang folgt
daher (da q2 − q + 1 und (q3 − 1)(q − 1) teilerfremd sind), dass n4 zentral in LP ist. Also
wa¨re dann I¯4 zyklisch. D.h. es ga¨be ein Element s der Ordnung 2(q2 − q + 1), das einen
nichttrivialen linearen Charakter von UP unter Konjugation festla¨sst. Nach dem Permu-
tationslemma 4.1.1 ga¨be es dann auch eine nichtzentrale Konjugiertenklasse von UP , die
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unter Konjugation mit dem halbeinfachen Element s der Ordnung 2(q2 − q + 1) invariant
bleibt. Da die Konjugiertenklassenla¨ngen von UP Potenzen von p sind und s ein p′–Element
ist, zentralisiert s sogar ein Element aus einer nichtzentralen Konjugiertenklassen von UP .
Das halbeinfache Element s la¨ge wegen seiner Ordnung in einer Konjugiertenklasse vom
halbeinfachen Klassentyp h11 oder h12 (siehe Tabelle A.23). Wie man der Tabelle A.25
entnimmt, sind alle Elemente aus UP , die von solchen halbeinfachen Elementen zentrali-
siert werden, zentral in UP . Dies ist ein Widerspruch. Also muss unsere obige Annahme
falsch gewesen sein, und es gilt: CI¯4(n4) = 〈n4〉. Damit ist Satz 4.8.1 vollsta¨ndig bewiesen.

4.9 Tra¨gheitsgruppen in Q
Die parabolische Untergruppe Q operiert per Konjugation auf den irreduziblen Charak-
teren ihres unipotenten Radikals UQ, die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten. In diesem Ab-
schnitt beschreiben wir die Stabilisatoren, also die Tra¨gheitsgruppen, dieser irreduziblen
Charaktere von UQ. Diese Tra¨gheitsgruppen spielen eine Rolle bei der Konstruktion irre-
duzibler Charaktere von Q.
Zur Beschreibung der Konjugiertenklassen und irreduziblen Charaktere von UQ benut-
zen wir die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.7. Wir setzen auch in diesem Abschnitt die
Primzahlpotenz q als ungerade voraus. Analog zu den Bezeichnungen bei den Tra¨gheits-
gruppen in P bezeichnen wir fu¨r ϑ ∈ Irr(UQ) mit IQ(ϑ) die Tra¨gheitsgruppe von ϑ inQ und
mit I¯Q(ϑ) die entsprechende Tra¨gheitsfaktorgruppe in Q. Auf Grund der Levi–Zerlegung
werden wir ha¨ufig I¯Q(ϑ) mit IQ(ϑ)∩LQ identifizieren. Fu¨r die irreduziblen Charaktere von
UQ wa¨hlen wir die gleichen Bezeichnungen wie in Tabelle A.52. Fu¨r die Tra¨gheitsgruppen
der irreduziblen Charaktere von UQ, die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten, gilt:
4.9.1 Satz (Tra¨gheitsgruppen in Q)
Es sei φ ein nichttrivialer irreduzibler Charakter der additiven Gruppe von Fq3 . Wir defi-
nieren ψ0, ψ1, ψ3 ∈ Irr(UQ) durch:
ψ0 := χ1,1,
ψ1 := χφ,1,
ψ3 := χφ.
Dann existiert ein linearer Charakter ψ2 von UQ, so dass die folgenden Aussagen wahr
sind:
(a) {ψ0, . . . , ψ3} ist ein Vertretersystem der Bahnen von Q auf der Menge der irredu-
ziblen Charaktere von UQ, die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten,
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(b) die Tra¨gheitsfaktorgruppen I¯j := I¯Q(ψj), j = 0, 1, . . . , 3, haben die Ordnungen:
|I¯0| = q(q3 − 1)(q2 − 1),
|I¯1| = q(q − 1),
|I¯2| = 1,
|I¯3| = q(q2 − 1).
(c) fu¨r die Tra¨gheitsfaktorgruppen gilt:
0. I¯0 = LQ,
1. I¯1 = {h(t, t2, tq, tq2)xβ(s) | t ∈ F, tq−1 = 1, s ∈ Fq},
2. I¯2 = {1},
3. I¯3 = 〈Xβ , nβ, h(1, t, 1, 1) | t ∈ F, tq−1 = 1〉.
Beweis: Die Berechnungen der Tra¨gheitgruppen verlaufen analog zu den Rechnungen im
Beweis von Satz 4.8.1, sie sind sogar deutlich einfacher. 
4.10 Die Charaktertafel von P
In diesem Abschnitt bestimmen wir die Charaktertafel der maximalen parabolischen Un-
tergruppe P . Wir behalten die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.8 bei. Insbesondere setzen
wir weiterhin voraus, dass q ungerade ist. Wir wa¨hlen die irreduziblen Charaktere ψ0, . . . ,
ψ5 von UP wie in Satz 4.8.1. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes:
4.10.1 Satz
Die maximale parabolische Untergruppe P besitzt genau q4 + q3 + q2 + 3q + 7 irreduzible
Charaktere. Die Charaktertafel von P ist durch die Tabellen A.45 und A.46 im Anhang
gegeben. Tabelle A.47 gibt zu jedem χ ∈ Irr(P ) das eindeutig bestimmte i ∈ {0, . . . , 5}
mit (χ↓UP , ψi) 6= 0 an.
Zusatz:
Fu¨r j = 0, . . . , 5 bezeichne Ij die Tra¨gheitsgruppe von ψj in P . Dann gibt es zu jedem
j = 0, . . . , 5 einen irreduziblen Charakter von Ij , dessen Einschra¨nkung auf UP gleich ψj
ist. Mit anderen Worten: Jeder der irreduziblen Charaktere ψj , j = 0, . . . , 5 setzt auf seine
Tra¨gheitsgruppe fort.
Beweis (von Satz und Zusatz):
Wesentliches Hilfsmittel zur Bestimmung der Charaktertafel von P ist die Clifford-Theorie
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in Form der Sa¨tze 4.1.2, 4.1.3, 4.1.5, 4.1.7 und 4.1.8. Speziell im Hinblick auf die Sa¨tze
4.1.7 und 4.1.8 machen wir folgende Beobachtung: In Bemerkung 4.6.1 hatten wir gesehen,
dass X3α+2β die Kommutatorgruppe von UP ist. Hieraus folgt einerseits, dass X3α+2β ein
Normalteiler von P ist, und andererseits, dass U¯P := UP /X3α+2β abelsch ist. Also besitzt
P¯ eine Zerlegung in ein semidirektes Produkt P¯ = L¯P nU¯P mit der zu LP isomorphen Un-
tergruppe L¯P := LPX3α+2β/X3α+2β und dem abelschen Normalteiler U¯P := UP /X3α+2β.
Wir werden im Folgenden meistens LP und L¯P vermo¨ge des kanonischen Isomorphis-
mus LP → L¯P , x 7→ xX3α+2β miteinander identifizieren. Wir werden außerdem (mittels
Inflation) die irreduziblen Charaktere von U¯P mit den linearen Charakteren von UP iden-
tifizieren.
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Da U¯P abelsch ist, ko¨nnen wir nun die Sa¨tze 4.1.7 und 4.1.8 auf P¯ anwenden. Die Operation
von L¯P auf Irr(U¯P ) entspricht der Operation von LP auf den linearen Charaktere von UP .
Ein Vertretersystem fu¨r die Bahnen sowie die zugeho¨rigen Tra¨gheitsfaktorgruppen ko¨nnen
wir daher direkt aus Satz 4.8.1 ablesen. Nach den Sa¨tzen 4.1.3 und 4.8.1 gibt es zu jedem
irreduziblen Charakter χ ∈ Irr(P ) genau ein i ∈ {0, . . . , 5} mit (χ↓UP , ψi)UP 6= 0. Fu¨r
χ ∈ Irr(P ) gilt hierbei X3α+2β ⊆ ker(χ) genau dann, wenn (χ ↓UP , ψi)UP 6= 0 fu¨r ein
i ∈ {0, . . . , 4}. Dies la¨sst folgendes Vorgehen natu¨rlich erscheinen:
Fu¨r i = 0, . . . , 4 bestimmt man die irreduziblen Charaktere von I¯i und berechnet jeweils
die Charaktere (ψ n ψi)P , wobei ψ die irreduziblen Charaktere Irr(I¯i) durchla¨uft. Nach
Satz 4.1.8 und den obigen Vorbemerkungen erha¨lt man so jeden irreduziblen Charakter χ ∈
Irr(P ) mit X3α+2β ⊆ ker(χ) auf diese Weise genau einmal. Die noch fehlenden irreduziblen
Charaktere von P mit X3α+2β 6⊆ ker(χ) sind genau die irreduziblen Charaktere χ ∈ Irr(P )
mit (χ↓UP , ψ5)UP 6= 0. Nach Satz 4.1.5 erha¨lt man diese irreduziblen Charaktere von P
durch Induktion der irreduziblen Charaktere ψ ∈ Irr(I5) mit (ψ↓UP , ψ5)UP 6= 0. Es stellt
sich spa¨ter sogar heraus, dass ψ5 auf I5 fortsetzt, so dass man zur Berechnung dieser
Charaktere ψ Satz 4.1.2 benutzen ko¨nnte. Bei diesem Vorgehen ergibt sich allerdings die
Schwierigkeit, dass das Induzieren von Charakteren von I5 nach P aufwendig ist. Wir
wa¨hlen daher folgende Strategie zur Berechnung der irreduziblen Charaktere von P :
1 Fu¨r i = 0, . . . , 4 bestimmen wir die irreduziblen Charaktere von I¯i und berechnen
jeweils (ψ n ψi)P , wobei ψ die irreduziblen Charaktere Irr(I¯i) durchla¨uft.
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2 Die noch fehlenden irreduziblen Charaktere von P mit (ψ↓UP , ψ5)UP 6= 0 berechnen
wir durch Betrachtung von Produkten von Charakteren, Orthogonalita¨tsrelationen
und mit Hilfe der Einschra¨nkungen der unipotenten Charaktere von G = 3D4(q)
auf P , die wir ja aus Abschnitt 4.2 kennen.
Wir beginnen nun mit der Durchfu¨hrung dieser Strategie.
Es ist I¯0 = LP (vergleiche Satz 4.8.1, (c)). Die irreduziblen Charaktere von LP kennen
wir bereits aus Abschnitt 4.3 (vergleiche auch Tabelle A.37). Durch Inflation erha¨lt man
hieraus die irreduziblen Charaktere:
χ1(k) := L̂Pχ1(k),
χ2(k) := L̂Pχ2(k)
fu¨r k = 0, . . . , q − 2, und
χ3(k, l) := L̂Pχ3(k, l)
fu¨r k = 0, . . . , q3 − 2, l = 0, . . . , q − 1, k 6= 0, sowie
χ4(k) := L̂Pχ4(k)
fu¨r k = 0, . . . , q4− q3+ q− 2 und q3+1 6 | k. Damit haben wir alle irreduziblen Charaktere
χ von P mit (χ↓UP , ψ0)UP 6= 0 gefunden.
Als na¨chstes wollen wir alle irreduziblen Charaktere χ von P mit (χ↓UP , ψ1)UP 6= 0
ausrechnen. Hierzu bestimmen wir zuna¨chst die irreduziblen Charaktere von I¯1. Nach
Satz 4.8.1, (c) ist
I¯1 = {h(t2, tq2+q+1, t2q, t2q2)xα(s) | t ∈ F, tq3−1 = 1, s ∈ Fq3}.
Also ist I¯1 ein semidirektes Produkt
I¯1 = K nN
mit K := {h(t2, tq2+q+1, t2q, t2q2) | t ∈ F, tq3−1 = 1} und dem abelschen Normalteiler
N := Xα. Zur Bestimmung der irreduziblen Charaktere von I¯1 ko¨nnen wir also Satz 4.1.8
benutzen. Die Operation von K auf N per Konjugation zerfa¨llt in genau 2 Bahnen. Nach
dem Permutationslemma 4.1.1 zerfa¨llt somit auch die Operation von K auf Irr(N) in ge-
nau 2 Bahnen: die Bahn des trivialen Charakters von N und die Bahn eines beliebigen
nichttrivialen irreduziblen Charakters von N . Somit besitzt I¯1 genau q3 verschiedene ir-
reduzible Charaktere: q3 − 1 lineare Charaktere sowie einen irreduziblen Charakter vom
Grad q3 − 1. Aus Satz 4.1.8 folgt daher: P besitzt genau q3 irreduzible Charaktere χ
mit (χ↓UP , ψ1)UP 6= 0, na¨mlich die q3 − 1 irreduziblen Charaktere (ψ n ψ1)↑P , wobei
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ψ die q3 − 1 linearen Charaktere von I¯1 durchla¨uft, sowie einen irreduziblen Charakter
(ψ n ψ1)↑P , wobei ψ der nichtlineare irreduzible Charakter von I¯1 ist. Wir berechnen
(ψ n ψ1)↑P vermo¨ge
(ψ n ψ1)↑P=
(
(ψ n ψ1)↑B
)↑P .
Die Charaktere (ψnψ1)↑B haben wir bereits in Abschnitt 4.5 ausgerechnet. Es sind dies die
Charaktere Bχ1(k), k = 0, . . . , q3− 2 bzw. Bχ2 aus Tabelle A.41. Da wir die Fusionen der
Konjugiertenklassen von B nach P und die zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen kennen
(vergleiche Tabellen A.11, A.25 und A.26), ko¨nnen wir die von B nach P induzierten
Charaktere berechnen. Dies liefert die irreduziblen Charaktere
χ5(k) := Bχ1((q2 + q − 1)k)↑P
fu¨r k = 0, . . . , q3 − 2 und
χ6 := Bχ2↑P
in Tabelle A.46. (Der Faktor q2 + q − 1 in der Definition von χ5 dient nur dazu, dass
die Charakterwerte eine etwas ”scho¨nere“ Form annehmen. Man beachte, dass q
2 + q − 1
teilerfremd zu q3 − 1 ist.) Die irreduziblen Charaktere χ von P mit (χ↓UP , ψ1)UP 6= 0
haben wir damit alle gefunden.
Als na¨chstes wollen wir alle irreduziblen Charaktere χ von P mit (χ↓UP , ψ2)UP 6= 0
ausrechnen. Hierzu bestimmen wir zuna¨chst die irreduziblen Charaktere von I¯2. Nach
Satz 4.8.1, (c) ist
I¯2 = {h(t, t, tq, tq2)xα(s) | t ∈ F, tq−1 = 1, s ∈ Fq3 , sq
2
+ sq + s = 0}
Also ist I¯2 ein semidirektes Produkt
I¯2 = K nN
mit
K := {h(t, t, tq, tq2) | t ∈ F, tq−1 = 1}
und dem abelschen Normalteiler
N := {xα(s) | s ∈ Fq3 , sq
2
+ sq + s = 0}.
Die irreduziblen Charaktere von I¯2 lassen sich auf analoge Weise wie bei I¯1 bestimmen.
I¯2 besitzt genau 2q irreduzible Charaktere, na¨mlich genau q − 1 lineare Charaktere sowie
q + 1 irreduzible Charaktere vom Grad q − 1. Aus Satz 4.1.8 folgt daher: P besitzt genau
2q irreduzible Charaktere χ mit (χ↓UP , ψ2)UP 6= 0, na¨mlich die q − 1 irreduziblen Cha-
raktere (ψ n ψ2)↑P vom Grad q(q6 − 1), wobei ψ die q − 1 linearen Charaktere von I¯2
durchla¨uft, sowie q+1 irreduzible Charaktere (ψnψ2)↑P vom Grad q(q6−1)(q−1), wobei
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ψ ein Vertretersystem derjenigen Bahnen von K auf Irr(N) durchla¨uft, die den trivialen
Charakter 1N nicht enthalten.
Wir berechnen zuna¨chst die q−1 irreduziblen Charaktere (ψnψ2)↑P , wobei ψ die linea-
ren Charaktere von I¯2 durchla¨uft. Ein direkte Berechnung dieser Charaktere ist schwierig.
(Dies liegt hauptsa¨chlich daran, dass wir die in der Definition von I¯2 auftretenden Ele-
mente xα(s) mit sq
2
+ sq + s = 0 nicht explizit hinschreiben ko¨nnen.) Daher wa¨hlen wir
eine etwas andere Vorgehensweise. Fu¨r k = 0, . . . , q − 2 definieren wir die Charaktere
χ7(k) := Bχ3↑P
von P . Durch Berechnung ihrer Norm weist man nach, dass die χ7(k) irreduzible Cha-
raktere von P sind, und an Hand ihrer Charakterwerte sieht man, dass sie paarweise
verschieden sind. Wir haben somit q − 1 verschiedene irreduzible Charaktere vom Grad
q(q6 − 1) von P konstruiert. Wegen
(χ7(k)UP , ψ2)UP =
(
χ7(k), ψP2
)
P
=
(
χ7(k),Bχ4P
)
P
= 1
haben wir
{χ7(k) | k = 0, . . . , q − 2} = {(ψ n ψ2)↑P |ψ linearer Charakter von I¯2}.
Dies liefert die irreduziblen Charaktere χ7(k), k = 0, . . . , q − 2 in Tabelle A.46.
Wir kommen nun zu den q+1 irreduziblen Charakteren (ψnψ2)↑P , wobei ψ die nicht-
trivialen irreduziblen Charaktere von N durchla¨uft. Wir ko¨nnen diese Charaktere nicht
explizit berechnen, da sie sich auf den unipotenten Konjugiertenklassen cP1,9 unterscheiden,
fu¨r die wir keine explizite generische Beschreibung haben (vergleiche Tabelle A.25). Wir
ko¨nnen jedoch
χ8 :=
∑
ψ
(ψ n ψ2)↑P
ausrechnen, wobei sich die Summe u¨ber die Charaktere ψ aus einem Vertretersystem der
q+1 Bahnen von K auf Irr(N) erstreckt, die den trivialen Charakter 1N nicht enthalten.
Aus den Sa¨tzen 4.1.2 und 4.1.5 folgt
ψ2↑P=
q−2∑
k=0
χ7(k) + (q − 1)χ8.
Wegen der Definition von Bχ4 und Bemerkung 4.5.1 gilt ψ2↑P= Bχ4↑P , also
χ8 =
1
q − 1
(
Bχ4↑P −
q−2∑
k=0
χ7(k)
)
.
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Dies liefert den Charakter χ8 in Tabelle A.46. Damit haben wir alle irreduziblen Charak-
tere χ von P mit (χ↓UP , ψ2)UP 6= 0 gefunden.
Als na¨chstes wollen wir alle irreduziblen Charaktere χ von P mit (χ↓UP , ψ3)UP 6= 0
ausrechnen. Hierzu bestimmen wir zuna¨chst die irreduziblen Charaktere von I¯3. Nach
Satz 4.8.1, (c) ist
I¯3 = 〈nαh(1,−1, 1, 1) , h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, tq2+q+1 = 1〉.
Also ist I¯3 ein semidirektes Produkt
I¯3 = K nN
aus der Untergruppe
K := 〈nαh(1,−1, 1, 1)〉
der Ordnung 2 und dem zyklischen Normalteiler
N := {h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, tq2+q+1 = 1}.
Die irreduziblen Charaktere von I¯3 lassen sich auf analoge Weise wie bei I¯1 bestimmen.
I¯3 besitzt genau q
2+q
2 + 2 irreduzible Charaktere, na¨mlich genau 2 lineare Charaktere
sowie q
2+q
2 irreduzible Charaktere vom Grad 2. Es sei 1I¯3 der triviale Charakter von I¯3
und εI¯3 der nichttriviale lineare Charakter von I¯3. Aus Satz 4.1.8 folgt nun: P besitzt
genau q
2+q
2 +2 irreduzible Charaktere χ mit (χ↓UP , ψ3)UP 6= 0, na¨mlich die 2 irreduziblen
Charaktere
χ9 := (1I¯3 n ψ3)↑P und
χ10 := (εI¯3 n ψ3)↑P
vom Grad 12q
3(q3 + 1)(q − 1)2 sowie q2+q2 irreduzible Charaktere
(ψ n ψ3)↑P
vom Grad q3(q3 + 1)(q − 1)2, wobei ψ ein Vertretersystem derjenigen Bahnen von K auf
Irr(N) durchla¨uft, die den trivialen Charakter 1N nicht enthalten.
Wir beginnen mit der Bestimmung der Charakterwerte von χ9 und χ10. Aus der Defi-
nition von Bχ5(0) und den Sa¨tzen 4.1.2 und 4.1.5 folgt zuna¨chst einmal
Bχ5(0)↑P= χ9 + χ10. (4.12)
Die linke Seite ko¨nnen wir aus Tabelle A.41 und durch Induzieren von B nach P aus-
rechnen. Nach Definition von εI¯3 nehmen χ9 = (1I¯3 n ψ3)↑P und χ10 = (εI¯3 n ψ3)↑P auf
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allen Konjugiertenklassen von P die gleichen Werte an außer auf den Konjugiertenklassen
vom Typ c3,0, . . . , c3,4. Auf diesen Konjugiertenklassen unterscheiden sich die Werte von
χ9 und χ10 genau im Vorzeichen. Ist x ∈ P in einer Konjugiertenklasse, die nicht vom
Typ c3,j ist, so ko¨nnen wir daher χ9(x) und χ10(x) nach (4.12) durch
χ9(x) = χ10(x) =
1
2
(
Bχ5(0)↑P (x)
)
ausrechnen. Wir mu¨ssen nun noch die Werte von χ9 und χ10 auf den Konjugiertenklassen
der Typen c3,j , j = 0, . . . , 4 bestimmen. Fu¨r j = 0, . . . , 4 sei xj ∈ P in einer Konjugier-
tenklasse vom P vom Typ c3,j enthalten. Den Charakterwert χ9(x0) ko¨nnen wir mit Hilfe
der Induktionsformel (4.2) ausrechnen:
χ9(x0) =
|CP (x0)|
|CI3(x0)|
=
q4(q3 − 1)(q − 1)
2q4
=
1
2
(q3 − 1)(q − 1).
Die noch fehlenden vier Charakterwerte χ9(x1), . . . , χ9(x4) erhalten wir durch Lo¨sen des
durch
(χ9, χ1(0))P = 0,
(χ9, χ5(0))P = 0,
(χ9, χ7(0))P = 0
gegebenen linearen Gleichungssystems und der zusa¨tzlichen Bedingung (χ9, [ρ2]↓P )P ∈ Z.
Damit kennen wir alle Charakterwerte von χ9. Den irreduziblen Charakter χ10 ko¨nnen
wir nun mittels (4.12) bestimmen.
Wir berechnen nun noch die irreduziblen Charaktere (ψnψ3)↑P , wobei ψ ein Vertreter-
system derjenigen Bahnen von K auf Irr(N) durchla¨uft, die den trivialen Charakter 1N
nicht enthalten. Es sei S ein solches Vertretersystem. Fu¨r k = 1, . . . , q2 + q setzen wir
χ11(k) := Bχ5(k)↑P .
Nach Konstruktion von Bχ5(k) und Definition der ψ n ψ3, ψ ∈ S gilt:
{χ11(k) | k = 1, . . . , q2 + q} = {(ψ n ψ3)↑P |ψ ∈ S}.
Dies liefert die irreduziblen Charaktere χ11(k), k = 0, . . . , q2 + q, k 6= 0 in Tabelle A.46.
Damit haben wir alle irreduziblen Charaktere χ von P mit (χ↓UP , ψ3)UP 6= 0 gefunden.
Als na¨chstes wollen wir alle irreduziblen Charaktere χ von P mit (χ↓UP , ψ4)UP 6= 0
ausrechnen. Hierzu bestimmen wir zuna¨chst die irreduziblen Charaktere von I¯4. Nach
Satz 4.8.1, (c) ist I¯4 ein semidirektes Produkt
I¯4 = K nN
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aus der Untergruppe
K := 〈n4〉
der Ordnung 2 und dem zyklischen Normalteiler
N := {h(t, 1, t−q, tq−1) | t ∈ F, tq2−q+1 = 1}.
Die irreduziblen Charaktere von I¯4 lassen sich auf analoge Weise wie bei I¯3 bestimmen.
I¯4 besitzt genau q
2−q
2 + 2 irreduzible Charaktere, na¨mlich genau 2 lineare Charaktere
sowie q
2−q
2 irreduzible Charaktere vom Grad 2. Es sei 1I¯4 der triviale Charakter von I¯4
und εI¯4 der nichttriviale lineare Charakter von I¯4. Aus Satz 4.1.8 folgt nun: P besitzt
genau q
2−q
2 +2 irreduzible Charaktere χ mit (χ↓UP , ψ4)UP 6= 0, na¨mlich die 2 irreduziblen
Charaktere
χ12 := (1I¯4 n ψ4)↑P und (4.13)
χ13 := (εI¯4 n ψ4)↑P (4.14)
vom Grad 12q
3(q3 − 1)(q2 − 1) sowie q2−q2 irreduzible Charaktere
(ψ n ψ4)↑P
vom Grad q3(q3 − 1)(q2 − 1), wobei ψ ein Vertretersystem derjenigen Bahnen von K auf
Irr(N) durchla¨uft, die den trivialen Charakter 1N nicht enthalten.
Wir beginnen mit der Konstruktion der irreduziblen Charaktere (ψ n ψ4)↑P , wobei ψ
ein Vertretersystem derjenigen Bahnen von K auf Irr(N) durchla¨uft, die den trivialen
Charakter 1N nicht enthalten. Es sei S ein solches Vertretersystem. Wir benutzen die
Bezeichnungen aus den Tabellen 3.1 und 4.3. Es sei H := NUP . Fu¨r k = 0, . . . , q2 − q ist
dann
ϑk :
NUP → C×
h(ϕ˜i6, 1, ϕ˜
−qi
6 , ϕ˜
(q−1)i
6 )u 7→ ϕik6 ψ4(u)
ein irreduzibler Charakter von NUP . Wir setzen fu¨r k = 0, . . . , q2 − q
χ14(k) := ϑk↑P . (4.15)
Nach Konstruktion von χ14(k) und Definition von χ12, χ13 und ψ n ψ4 fu¨r ψ ∈ S gilt:
{χ14(k) | k = 1, . . . , q2 − q} = {(ψ n ψ4)↑P |ψ ∈ S}
sowie
χ14(0) = χ12 + χ13. (4.16)
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Wir wollen nun die Charakterwerte von χ14(k) fu¨r k = 0, . . . , q2 − q ausrechnen. Nach
Konstruktion hat χ14(k) den Grad q3(q3 − 1)(q2 − 1). Wegen
X3α+2β ⊆ ker(χ14(k)) (4.17)
hat χ14(k) auf den unipotenten Konjugiertenklassen von P der Typen c1,0 und c1,1 den
Wert q3(q3 − 1)(q2 − 1). Die Werte von χ14(k) auf den Konjugiertenklassen von P der
Typen c1,2, c1,3, c1,5 und c1,7 bezeichnen wir mit x2, x3, x5 bzw. x7. Aus der Definition
der χ14(k) folgt, dass diese xi nicht von k abha¨ngen. Aus der Induktionsformel (4.2)
folgt ferner, dass die χ14(k) auf den Konjugiertenklassen von P vom Typ c10,0(i) die
Werte (q2 − 1)(ϕik6 + ϕ−ik6 ) annehmen. Wegen (4.17) nehmen die χ14(k) dann auch auf
den Konjugiertenklassen von P vom Typ c10,1(i) die Werte (q2 − 1)(ϕik6 + ϕ−ik6 ) an. Die
Induktionsformel (4.2) liefert weiter, dass die χ14(k) auf den Konjugiertenklassen von P
vom Typ c10,2(i) die Werte x10(ϕik6 +ϕ
−ik
6 ) mit einem von i und k unabha¨ngigen x10 haben.
Alle anderen Konjugiertenklassen von P sind disjunkt zu H, so dass χ14(k) auf ihnen den
Wert 0 besitzt. Die Bedingungen
(χ14(k), χ1(0)) = 0,
(χ14(k), χ2(0)) = 0,
(χ14(k), χ5(0)) = 0,
(χ14(k), χ7(0)) = 0,
(χ14(k), χ9) = 0
liefern dann ein lineares Gleichungssystem in x2, x3, x5, x7 und x10. Lo¨sen dieses Systems
ergibt dann:
x2 = −q3(q3 − 1),
x3 = −q3(q − 1),
x5 = 0,
x7 = 2q3,
x10 = −1.
Damit kennen wir alle Charakterwerte von χ14(k), k = 0, . . . , q2 − q. Dies liefert die
irreduziblen Charaktere χ14(k), k = 0, . . . , q2 − q, k 6= 0 in Tabelle A.46.
Bei der Berechnung von χ12 und χ13 stu¨tzen wir uns auf (4.16). Die linke Seite von
(4.16) haben wir soeben berechnet. Nach Definition von εI¯4 nehmen χ12 = (1I¯4nψ4)↑P und
χ13 = (εI¯4nψ4)↑P auf allen Konjugiertenklassen von P die gleichen Werte an außer auf den
Konjugiertenklassen vom Typ c3,0, . . . , c3,4. Auf diesen Konjugiertenklassen unterscheiden
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sich die Werte von χ12 und χ13 genau im Vorzeichen. Ist x ∈ P in einer Konjugiertenklasse,
die nicht vom Typ c3,j ist, so ko¨nnen wir daher χ12(x) und χ13(x) nach (4.16) durch
χ12(x) = χ13(x) =
1
2
χ14(0)
ausrechnen. Wir mu¨ssen nun noch die Werte von χ12 und χ13 auf den Konjugiertenklassen
der Typen c3,j , j = 0, . . . , 4 bestimmen. Fu¨r j = 0, . . . .4 sei xj ∈ P in einer Konjugierten-
klasse vom P vom Typ c3,j enthalten. Den Charakterwert χ12(x0) ko¨nnen wir mit Hilfe
der Induktionsformel (4.2) ausrechnen:
χ12(x0) =
|CP (x0)|
|CI4(x0)|
=
q4(q3 − 1)(q − 1)
2q4
=
1
2
(q3 − 1)(q − 1).
Die vier noch fehlenden Charakterwerte χ12(x1), . . . , χ12(x4) ergeben sich durch Lo¨sen
des linearen Gleichungssystems:
(χ12, χ1(0))P = 0,
(χ12, χ5(0))P = 0,
(χ12, χ7(0))P = 0,
(χ12, χ9)P = 0.
Somit kennen wir alle Charakterwerte von χ12. Den irreduziblen Charakter χ13 ko¨nnen
wir nun mittels (4.16) bestimmen. Damit haben wir alle irreduziblen Charaktere χ von P
mit (χ↓UP , ψ4)UP 6= 0 ausgerechnet.
Wir beginnen nun mit der Konstruktion der irreduziblen Charaktere ψ von P mit
(χ↓UP , ψ5)UP 6= 0. Man stellt zuna¨chst einmal fest:
([ε1]↓P , [ε1]P )P = 3,
([ε1]↓P , χ1(0))P = 1,
([ε1]↓P , χ5(0))P = 1.
Also ist
χ15 := [ε1]↓P −χ1(0)− χ5(0)
ein irreduzibler Charakter von P . An den Charakterwerten von χ15 erkennt man
X3α+2β 6⊆ ker(χ15).
Somit gilt (χ15↓UP , ψ5)UP 6= 0. Aus dem Charaktergrad folgt weiter die schon auf Seite 119
gemachte Anmerkung, dass ψ5 auf I5 fortsetzt.
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Als na¨chstes betrachten wir die Charaktere
χ21(k) := Bχ6(k)↑P .
fu¨r k = 0, . . . , q3 − 2. Wegen (χ21(k), χ21(k))P = 1 sind diese Charaktere fu¨r k 6= 0, q3−12
irreduzibel. Dies liefert die irreduziblen Charaktere χ21(k) in Tabelle A.46. Fu¨r k = 0 gilt
(χ21(0), χ21(0))P = 2,
(χ21(0), χ15)P = 1,
Also ist
χ16 := χ21(0)− χ15
ein irreduzibler Charakter von P . An den Charakterwerten von χ16 erkennt man
X3α+2β 6⊆ ker(χ16).
Somit gilt (χ16↓UP , ψ5)UP 6= 0.
Wir setzen fu¨r k = 0, . . . , q3
χ22(k) := χ4(k) · χ15.
Fu¨r k 6= 0, q3+12 ist χ22(k) ein Charakter von P und wegen (χ22(k), χ22(k))P = 1 irreduzi-
bel. An den Charakterwerten von χ22(k) erkennt man
X3α+2β 6⊆ ker(χ22(k))
fu¨r k = 0, . . . , q3, k 6= 0, q3+12 . Somit gilt (χ22↓UP , ψ5)UP 6= 0.
Um weitere irreduzible Charaktere von P zu konstruieren, stellt man zuna¨chst fest, dass(
3D4[1]↓P , χ21(k)
)
= 1
ist fu¨r alle durch q2 + q + 1 teilbaren k ∈ {0, . . . , q3 − 2}, k 6= 0, q3−12 . Es gilt ferner(
3D4[1]↓P , χ15
)
= 1,(
3D4[1]↓P , χ17
)
= 1.
Wir setzen
χ17 := 3D4[1]↓P −χ10 − χ15 −
∑′
k
q2+q+1|k
χ21(k). (4.18)
Hierbei bedeutet
∑′ . . . , dass wir nur u¨ber die verschiedenen Charaktere χ21(k) mit q2 +
q + 1 teilt k, k 6= 0, q3−12 summieren. Die rechte Seite von (4.18) ko¨nnen wir ausrechnen.
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Man erha¨lt (χ17, χ17)P = 1. Also haben wir mit χ17 einen weiteren irreduziblen Charakter
von P gefunden. Als na¨chstes rechnet man(
χ21
(
q3 − 1
2
)
, χ21
(
q3 − 1
2
))
= 2 und(
χ21
(
q3 − 1
2
)
, χ17
)
= 1
nach. Also ist
χ18 := χ21
(
q3 − 1
2
)
− χ17
ein weiterer irreduzibler Charakter von P . An den Charakterwerten von χ17 und χ18
erkennt man
X3α+2β 6⊆ ker(χ17), ker(χ18).
Somit gilt (χi↓UP , ψ5)UP 6= 0 fu¨r i = 17, 18. Ferner hat man(
3D4[−1]↓P , χ13
)
= 1,(
3D4[−1]↓P , χ22(k)
)
= 1
fu¨r alle durch q2 − q + 1 teilbaren k ∈ {0, . . . , q3} − {0, q3+12 }. Wir setzen
χ19 := 3D4[−1]↓P −χ13 −
∑′
k
q2−q+1|k
χ22(k). (4.19)
Hierbei bedeutet
∑′ . . . , dass wir nur u¨ber die verschiedenen Charakteren χ22(k) mit
q2−q+1 teilt k, k 6= 0, q3+12 summieren. Die rechte Seite von (4.19) ko¨nnen wir ausrechnen.
Man erha¨lt (χ19, χ19)P = 1. Also haben wir mit χ19 einen weiteren irreduziblen Charakter
von P gefunden. Auf analoge Weise konstruiert man den Charakter
χ20 := [ρ2]↓P −1P − χ2(0)− χ5(0)− χ7(0)− χ12 − χ16 −
∑′
k
q2−q+1|k
χ22(k).
Die Irreduzibilita¨t von χ20 folgt aus (χ20, χ20)P = 1. Damit haben wir alle irreduziblen
Charaktere von P bestimmt und Satz 4.10.1 vollsta¨ndig bewiesen.

In den na¨chsten Kapiteln werden fu¨r uns die Einschra¨nkungen der unipotenten Charak-
tere von G = 3D4(q) auf P von Interesse sein. Fu¨r jeden unipotenten Charakter ψ von G
sind in Tabelle A.48 im Anhang die Koeffizienten cχ in der Zerlegung
ψ↓P=
∑
χ∈Irr(P )
cχχ
aufgefu¨hrt.
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4.11 Irreduzible Charaktere von Q
In diesem Abschnitt bestimmen wir alle irreduziblen Charaktere der maximalen paraboli-
schen Untergruppe Q, die das Zentrum Z(UQ) = X3α+βX3α+2β des unipotenten Radikals
von Q im Kern enthalten. Eine Begru¨ndung dafu¨r, dass wir nicht alle irreduziblen Cha-
raktere von Q berechnen, geben wir in Bemerkung 4.11.2 am Ende dieses Abschnitts.
Wir behalten die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.9 bei. Insbesondere setzen wir weiter-
hin voraus, dass q ungerade ist. Es sei φ ein irreduzibler Charakter der additiven Gruppe
von Fq3 , der nichttrivial auf Fq einschra¨nkt. Wir wa¨hlen die irreduziblen Charaktere ψ0,
. . . , ψ3 von UQ wie in Satz 4.9.1. Die zugeho¨rigen Tra¨gheits– und Tra¨gheitsfaktorguppen
bezeichnen wir wie in Abschnitt 4.9 mit I0, . . . , I3 bzw. I¯0, . . . , I¯3. Dann gilt:
4.11.1 Satz
Die maximale parabolische Untergruppe Q besitzt genau q4 + q3 + q + 4 irreduzible Cha-
raktere, die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten. Diese Charaktere von Q sind durch die
Tabellen A.53 und A.54 im Anhang gegeben.
Beweis:
Die Konstruktion der irreduziblen Charaktere in Tabelle A.54 verla¨uft in weiten Teilen
analog zur Bestimmung der Charaktertafel von P . Wir geben daher hier fu¨r jeden irre-
duziblen Charakter in Tabelle A.54 nur eine kurze Beschreibung der Konstruktion dieses
Charakters an ohne die Details der Rechnungen auszufu¨hren.
Wir wa¨hlen die Elemente τ ∈ F×
q3
und pi ∈ F×q wie in Abschnitt 4.5. Man beachte, dass
der NormalteilerX2α+βX3α+βX3α+2β vonQ im Kern von ψ0, . . . , ψ2 enthalten ist und dass
die Faktorgruppe UQ/X2α+βX3α+βX3α+2β abelsch ist. Wir ko¨nnen daher zur Konstruktion
aller irreduziblen Charaktere von Q, die ψ0, ψ1 oder ψ2 u¨berlagern, Satz 4.1.8 benutzen.
Die irreduziblen Charaktere χ1(k), χ2(k), χ3(k, l) und χ4(k) aus Tabelle A.54 erha¨lt man
durch Inflation der irreduziblen Charaktere LQχ1(k), LQχ2(k), LQχ3(k, l) bzw. LQχ4(k) von
LQ nach Q. Damit haben wir alle irreduziblen Charaktere χ von Q mit (χ↓UQ , ψ0)UQ 6= 0
konstruiert.
Wir konstruieren nun die irreduziblen Charaktere χ von Q mit (χ↓UQ , ψ1)UQ 6= 0. Nach
Satz 4.9.1, (c) ist
I¯1 = {h(t, t2, tq, tq2)xβ(s) | t ∈ F, tq−1 = 1, s ∈ Fq}.
Also ist I¯1 ein semidirektes Produkt
I¯1 = K nXβ
mit K := {h(t, t2, tq, tq2) | t ∈ F, tq−1 = 1}. Aus Satz 4.1.8 folgt, dass I¯1 genau q ver-
schiedene irreduzible Charaktere besitzt: q−1 lineare Charaktere sowie einen irreduziblen
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Charakter vom Grad q−1. Aus Satz 4.1.8 folgt daher weiter: Q besitzt genau q irreduzible
Charaktere χ mit (χ↓UQ , ψ1)UQ 6= 0, na¨mlich die q−1 irreduziblen Charaktere (ψnψ1)↑Q,
wobei ψ die q−1 linearen Charaktere von I¯1 durchla¨uft, sowie einen irreduziblen Charakter
(ψnψ1)↑Q, wobei ψ der nichtlineare irreduzible Charakter von I¯1 ist. Diese q irreduziblen
Charaktere von Q kann man wie folgt berechnen: Fu¨r k = 0, . . . , q − 2 ist
ϕk : h(pii, pi2i)xα(d1)xβ(d2)xα+β(d3)x2α+β(d4)x3α+β(d5)x3α+2β(d6) 7→ ζik1 φ(d1)
ein linearer Charakter von I1. Wir setzen
χ5(k) := ϕk↑Q= (ϕk↑B)↑Q
fu¨r k = 0, . . . , q − 2. Wir definieren ferner:
χ6 := Bχ2↑Q .
Dann sind χ5(k), k = 0, . . . , q − 2 und χ6 genau die irreduziblen Charaktere von Q,
die ψ1 u¨berlagern. Da wir die Fusionen der Konjugiertenklassen von B nach Q und die
zugeho¨rigen Zentralisatorordnungen kennen (vergleiche Tabellen A.11, A.26 und A.31),
ko¨nnen wir die von B nach Q induzierten Charaktere ausrechnen. Damit haben wir also
alle irreduziblen Charaktere von Q berechnet, die ψ1 u¨berlagern.
Wegen I¯2 = {1} gibt es genau einen irreduziblen Charakter χ7 von Q, der ψ2 u¨berla-
gert. Der Charakter χ7 ensteht durch Induktion eines linearen Charakters von UQ (den wir
allerdings nicht kennen). Also verschwindet χ7 auf allen nicht–unipotenten Konjugierten-
klassen von Q und auf den unipotenten Klassen c1,2, c1,5, c1,6, c1,7, c1,9, c1,10, c1,12, c1,14, die
nicht im unipotenten Radikal UQ enthalten sind. Wegen X2α+βX3α+βX3α+2β ⊆ ker(χ7)
nimmt χ7 auf den unipotenten Klassen c1,0, c1,1, c1,3 den Wert q(q2 − 1)(q3 − 1) an.
Die einzigen Charakterwerte von χ7, die wir noch nicht kennen, sind also die Werte auf
den Klassen c1,4, c1,8, c1,11 und c1,13. Wegen des Kerns von χ7, nimmt χ7 auf den Klas-
sen c1,4, c1,8 und c1,11 den gleichen Wert an, den wir mit x bezeichnen wollen. Es sei y,
der Wert von χ7 auf der Klasse c1,13. Dann ergeben sich x und y aus den Bedingungen
(χ1(0), χ7)Q = (χ5(0), χ7)Q = 0. Damit haben wir alle Charakterwerte von χ7 bestimmt
und kennen somit alle irreduziblen Charaktere von Q, die ψ2 u¨berlagern.
Wir mu¨ssen also nur noch die irreduziblen Charaktere von Q bestimmen, die ψ3 u¨ber-
lagern. Fu¨r k = 0, . . . , q − 2 werden durch
ϕk : h(pii, pii)xβ(d1)xα+β(d2)x2α+β(d3)x3α+β(d4)x3α+2β(d5) 7→ ζik1 φ(d2)
lineare Charaktere von {h(t, t, t, t) | t ∈ F, tq−1 = 1}XβXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β definiert.
Dann ist
χ14(k) := ϕk↑Q (4.20)
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fu¨r k = 0, . . . , q−2, k 6= 0, q−12 ein irreduzibler Charakter von Q, wie man durch Berechnen
der Norm besta¨tigt. Dies liefert q−32 verschiedene irreduzible Charaktere von Q. An Hand
der Charakterwerte von χ14(k) sieht man, dass χ14(k) den Normalteiler X3α+βX3α+2β im
Kern entha¨lt. Also sind die q−32 verschiedenen irreduziblen Charaktere χ14(k) irreduzible
Charaktere von Q, die ψ3 u¨berlagern.
Als na¨chstes u¨berlegen wir uns, dass ψ3 auf seine Tra¨gheitsgruppe I3 fortsetzt. Durch
ϕ : xβ(d1)xα+β(d2)x2α+β(d3)x3α+β(d4)x3α+2β(d5) 7→ φ(d3)
wird ein linearer Charakter von XβXα+βX2α+βX3α+βX3α+2β definiert. Durch Nachrech-
nen sieht man, dass ϕ↑U eine Fortsetzung von ψ3 auf U ist. Aus Corollary (8.16) und Co-
rollary (11.31) in Isaacs [30] folgt nun die Fortsetzbarkeit von ψ3 auf I3. Gema¨ß Satz 4.1.2
und Satz 4.1.5 gibt es also eine Bijektion zwischen den irreduziblen Charakteren der
Tra¨gheitsfaktorgruppe I¯3 und den irreduziblen Charakteren von Q, die ψ3 u¨berlagern.
Die Charaktertafel von I¯3 ist die gleiche wie die Charaktertafel von SL2(q) und la¨sst
sich wie in Schur [37], Seite 127ff, berechnen. Damit erhalten wir bereits eine Klassifika-
tion der irreduziblen Charaktere von Q, die ψ3 u¨berlagern: ein irreduzibler Charakter χ8
vom Grad q3(q3 − 1), ein irreduzibler Charakter χ9 vom Grad q4(q3 − 1), zwei irreduzi-
ble Charaktere χ10 bzw. χ11 vom Grad 12q
3(q3 − 1)(q + 1), zwei irreduzible Charaktere
χ12 bzw. χ13 vom Grad 12q
3(q3 − 1)(q − 1), ferner q−32 irreduzible Charaktere χ14(k) vom
Grad q3(q3− 1)(q+1) und q−12 irreduzible Charaktere χ15(k) vom Grad q3(q3− 1)(q− 1).
Die irreduziblen Charaktere χ14 haben wir bereits oben in (4.20) explizit berechnet. Die
Charaktere χ14(0) und χ14( q−12 ) haben die Norm 2. Mit Hilfe von Satz 4.1.2, Satz 4.1.5,
unserer Kenntnis der Charaktertafel von I¯3, den Orthogonalita¨tsrelationen der Charak-
tertafel von Q sowie den Bedingungen:
χ14(0) = χ10 + χ11,
χ14
(
q − 1
2
)
= χ8 + χ9,
lassen sich dann χ8, χ9, χ10 und χ11 explizit ausrechnen. Die irreduziblen Charaktere
χ15(k) ergeben sich dann durch
χ15(k) = χ4(k) · χ8
fu¨r k = 0, . . . , q, k 6= 0, q+12 . Damit haben wir nun alle irreduziblen Charaktere von Q,
die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten, bis auf zwei explizit bestimmt. Die beiden noch feh-
lenden irreduziblen Charaktere χ12 und χ13 sind Konstituenten des Norm–2–Charakters
χ15
(
q+1
2
)
. Fassen wir die Charaktere von Q, die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten, als
Charaktere der Faktorgruppe Q¯ := Q/X3α+βX3α+2β auf, so ergeben sich die noch fehlen-
den beiden Charaktere χ12 und χ13 mit Hilfe von Satz 4.1.2, Satz 4.1.5, unserer Kenntnis
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der Charaktertafel von I¯3 und der Bedingung
χ15
(
q + 1
2
)
= χ12 + χ13
aus den Zeilen– und Spaltenorthogonalita¨tsrelationen der Charaktertafel von Q¯. Damit
haben wir auch alle irreduziblen Charaktere von Q bestimmt, die ψ3 u¨berlagern. Insgesamt
haben wir nun also alle irreduziblen Charaktere vonQ gefunden, dieX3α+βX3α+2β im Kern
enthalten. 
4.11.2 Bemerkung
Wir haben nun alle irreduziblen Charaktere von Q bestimmt, außer denjenigen, die nicht-
trivial auf Z(UQ) einschra¨nken. Die Bestimmung dieser Charaktere scheint deutlich schwie-
riger zu sein und ist bislang nicht gelungen. Dies hat mehrere Gru¨nde. Zum einen haben
wir bei der Konstruktion der Charaktertafel von P den wichtigsten irreduziblen Charak-
ter von P , der nichttrivial auf Z(UP ) einschra¨nkt, na¨mlich den zum trivialen Charakter
von I¯5 korrespondierenden irreduziblen Charakter χ15, durch Zerlegung der Einschra¨nkun-
gen der unipotenten Charaktere von G = 3D4(q) gewonnen (vergleiche die Konstruktion
von χ15 in Abschnitt 4.10). Dies ist bei Q nicht mo¨glich. Zum anderen sind nicht alle
irreduziblen Charaktere des unipotenten Radikals UQ explizit bekannt, die nichttrivial
auf Z(UQ) einschra¨nken (vergleiche Bemerkung 4.7.1). Man kann zeigen, dass die Anzahl
dieser irreduziblen Charaktere von UQ gleich q3(q2 − 1) ist. Hieraus folgt insbesondere,
dass die Operation des Levi–Komplements auf diesen irreduziblen Charakteren von UQ,
die nichttrivial auf Z(UQ) einschra¨nken, in mehr als eine Bahn zerfa¨llt. Damit liegen die
Verha¨ltnisse deutlich anders als bei P . Hinzu kommt, dass man beweisen kann, dass die
irreduziblen Charaktere von UQ, die nichttrivial auf Z(UQ) einschra¨nken, alle den gleichen
Grad haben. Die explizite Bestimmung eines Vertretersystems fu¨r die Bahnen des Levi–
Komplements LQ auf den irreduziblen Charakteren von UQ, die nichttrivial auf Z(UQ)
einschra¨nken, du¨rfte daher schwierig sein.
4.12 Charaktere eines Zentralisators
Wir behalten die Bezeichnungen aus Kapitel 2 bei. Insbesondere sei G = 3D4(q), wobei wir
die Voraussetzung beibehalten, dass q ungerade ist. Wie schon in Abschnitt 3.7 betrachten
wir die zyklische Untergruppe D von P , die von einem Element h := h(t, 1, tq, tq
2
) mit
t ∈ F, tq2+q+1 = 1, t 6= 1 erzeugt wird. In diesem Abschnitt berechnen wir drei Charaktere
des Zentralisators CP (D): zwei irreduzible Charaktere CP (D)χ1 und CP (D)χ2 sowie den
Permutationscharakter 1TX3α+β ↑CP (D). Wir werden in Kapitel 6 auf diese Charaktere
zuru¨ckgreifen.
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Die beiden irreduziblen Charaktere definieren wir wie folgt: Es sei φ : Fq → C× ein
beliebiger nichttrivialer linearer Charakter der additiven Gruppe von Fq. Mit T bezeichnen
wir wieder den maximalen Torus T = {h(t1, t2) | t1, t2 ∈ F, tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1}, wobei wir
wieder die Abku¨rzung h(t1, t2) := h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) benutzen.
CP (D)χ1:
Es ist CT (X3α+2β) = {h(t, 1) | t ∈ F×q3}. Daher ist
ϕ : h(t, 1)x3α+β(d1)x3α+2β(d2) 7→ φ(d2)
ein linearer Charakter von H := CT (X3α+2β)X3α+βX3α+2β. Wir definieren
CP (D)χ1 := ϕ↑CP (D) .
CP (D)χ2:
Es ist CT (Xβ) = {h(t2, tq2+q+1) | t ∈ F×q3}. Daher ist
ϕ : h(t2, tq
2+q+1)xβ(d1)x3α+β(d2)x3α+2β(d3) 7→ φ(d1)
ein Charakter von H := CT (Xβ)XβX3α+βX3α+2β. Wir setzen CP (D)χ2 := ϕ↑CP (D).
Die Werte der drei Charaktere CP (D)χ1, CP (D)χ2 und 1TX3α+β↑CP (D) von CP (D) sind
in Tabelle A.49 aufgefu¨hrt. Die Berechnung dieser Charakterwerte verla¨uft analog zur Be-
rechnung der Charaktere der Boreluntergruppe B in Abschnitt 4.5. Da diese Rechnungen
sogar deutlich einfacher als die in Abschnitt 4.5 sind, verzichten wir hier auf die Details
der einzelnen Rechenschritte. Durch Ausrechnen von Skalarprodukten mit Hilfe der Ta-
belle A.49 weist man auch die Irreduzibilita¨t von CP (D)χ1 und CP (D)χ2 nach und erha¨lt
außerdem:
1TX3α+β↑CP (D)= 1CP (D) + CP (D)χ1 + CP (D)χ2. (4.21)
Kapitel 5
Modulare Darstellungstheorie
parabolischer Untergruppen
Wa¨hrend in den letzten Kapiteln die gewo¨hnliche Darstellungstheorie verschiedener pa-
rabolischer Untergruppen von G = 3D4(q) im Mittelpunkt stand, soll in den na¨chsten
beiden Kapiteln die modulare Darstellungstheorie einiger parabolischer Untergruppen un-
tersucht werden. Wir bescha¨ftigen uns hierbei mit der `–modularen Darstellungstheorie
(` Primzahl) in nichtdefinierender Charakteristik, d.h. wir verlangen, dass ` und q teiler-
fremd sind. Hauptziel der na¨chsten beiden Kapitel sind Beweise neuer Aussagen u¨ber die
Zerlegungszahlen von 3D4(q).
Auch in diesem Kapitel setzen wir die Primzahlpotenz q als ungerade voraus. Die
`–modularen Zerlegungszahlen von 3D4(q) ha¨ngen von der multiplikativen Ordnung von
q modulo ` ab, die wir hier mit e bezeichnen wollen. Teilt ` die Gruppenordnung |3D4(q)|
nicht, so liefert die `–modulare Darstellungstheorie von 3D4(q) ”im Wesentlichen“ die glei-
chen Ergebnisse wie die gewo¨hnliche Darstellungstheorie. Wir gehen daher davon aus, dass
` ein Teiler der Gruppenordnung
|3D4(q)| = q12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1) = q12 φ12 φ26 φ23 φ22 φ21
ist, wobei φi das i–te Kreisteilungspolynom in der Variablen q bezeichne. Somit ist die
multiplikative Ordnung e von q modulo ` gleich 12, 6, 3, 2 oder 1. Fu¨r e = 12 sind
sa¨mtliche Zerlegungszahlen seit Geck [19] bekannt.
In den anderen Fa¨llen sind noch einige Zerlegungszahlen von 3D4(q) unbekannt. Wir
werden in Kapitel 6 neue Ergebnisse u¨ber die Zerlegungszahlen von 3D4(q) in den beiden
Fa¨llen e = 6 und e = 3 beweisen. Bei den Beweisen werden wir uns in entscheidender Weise
auf Kenntnisse u¨ber die `–modulare Darstellungstheorie der maximalen parabolischen Un-
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tergruppe P stu¨tzen. Diese Informationen u¨ber die `–modulare Darstellungstheorie von P
sollen in diesem Kapitel bereitgestellt werden.
Im Einzelnen werden wir im Fall e = 3 einen `–Block von P bestimmen, d.h. wir geben
die irreduziblen Charaktere von P an, die in diesem Block liegen, und bestimmen den
Brauerbaum, die Zerlegungsmatrix sowie die Loewy–Struktur der unzerlegbaren Moduln
dieses Blocks. Daru¨ber hinaus bestimmen wir auch den Hauptblock der anderen maximalen
parabolischen Untergruppe Q. Wesentliche Hilfsmittel, die wir dabei benutzen, sind die
Clifford-Theorie fu¨r Blo¨cke, Fong–Reduktion und die Brauer–Dade–Theorie fu¨r Blo¨cke mit
zyklischem Defekt.
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5.1 Hilfsmittel aus der modularen Darstellungstheorie
In diesem Abschnitt stellen wir einige Hilfsmittel aus der modularen Darstellungstheorie
zusammen, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit beno¨tigen werden. Wir weichen in
diesem Abschnitt ausnahmsweise von der in den anderen Abschnitten benutzten Notation
ab. In diesem Abschnitt ist G stets eine beliebige endliche Gruppe. (Erst im na¨chsten
Abschnitt 5.2 werden wir zu unserer u¨blichen Notation zuru¨ckkehren. Dort bezeichnet G
dann wieder die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen.)
Im ganzen Abschnitt 5.1 sei also G eine beliebige endliche Gruppe, ` eine Primzahl und
(K,R, k) ein `–modulares Zerfa¨llungssystem fu¨r alle Untergruppen von G. Es sei ferner pi
ein Erzeuger des maximalen Ideals von R. Wenn wir von Blo¨cken, Brauer–Charakteren,
projektiven Charakteren oder Zerlegungsmatrizen reden, so beziehen wir dies stets auf
dieses `–modulare System. Die Menge der irreduziblen gewo¨hnlichen Charaktere in einem
Block B bezeichnen wir mit Irr(B). Unter einer `′–Untergruppe von G verstehen wir eine
Untergruppe von G, deren Ordnung nicht von ` geteilt wird.
Wir stellen zuna¨chst einige Begriffe und Lemmata aus der Clifford–Theorie fu¨r Blo¨cke
bereit.
5.1.1 Definition
Es sei H ein Normalteiler von G, ferner seien b ein Block von H und B ein Block von G.
(a) Wir sagen B u¨berlagert b, falls ein irreduzibler gewo¨hnlicher Charakter χ in B exi-
stiert, dessen Einschra¨nkung auf H einen irreduziblen gewo¨hnlichen Konstituenten
χ′ in b besitzt.
(b) G operiert auf den Blo¨cken b von H per Konjugation: Fu¨r g ∈ G definieren wir gb
durch Irr(gb) := {gχ |χ ∈ Irr(b)} (vergleiche Feit [16], Seite 195). Die Untergruppe
I(b) := {g ∈ G | gb = b} heißt die Tra¨gheitsgruppe von b.
5.1.2 Lemma
Es sei H ein Normalteiler von G, ferner seien b ein Block von H und B ein Block von G.
Dann gilt:
(a) Es gibt einen Block von G, der b u¨berlagert.
(b) Wird b von B u¨berlagert, so besitzt jeder irreduzible gewo¨hnliche Charakter χ in B
bei Einschra¨nkung auf H einen Konstituenten in b.
(c) Die Blo¨cke von H, die von B u¨berlagert werden, bilden eine Bahn unter Konjugation
in G.
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Beweis: Dies folgt aus Lemma 4.2.7 und Lemma 4.2.8 in Hiss und Lux [25]. 
Wir wollen nun noch den Spezialfall betrachten, dass H ein `′–Normalteiler von G ist.
In dieser Situation entha¨lt jeder `–Block von H genau einen gewo¨hnlichen irreduziblen
Charakter. Wir wollen Definition 5.1.1 und Lemma 5.1.2 noch an diesen Spezialfall anpas-
sen.
5.1.3 Definition
Es sei H ein `′–Normalteiler von G. Es seien ferner ψ ∈ Irr(H) und B ein Block von G.
Wir sagen B u¨berlagert ψ, falls ein irreduzibler gewo¨hnlicher Charakter χ ∈ Irr(B) mit
(χ↓H , ψ)H 6= 0 existiert.
5.1.4 Lemma
Es sei H ein `′–Normalteiler von G, ferner seien ψ ein irreduzibler gewo¨hnlicher Charakter
von H und B ein Block von G. Dann gilt:
(a) Es gibt einen Block von G, der ψ u¨berlagert.
(b) Wird ψ von B u¨berlagert, so gilt (χ↓H , ψ)H 6= 0 fu¨r jeden irreduziblen gewo¨hnlichen
Charakter χ in B.
(c) Die irreduziblen gewo¨hnlichen Charaktere von H, die von B u¨berlagert werden,
bilden eine Bahn unter Konjugation in G.
Beweis: Dies folgt aus Definition 5.1.3 und Lemma 5.1.2. 
Die folgenden drei Sa¨tze werden manchmal auch als Fong–Reduktion bezeichnet. Satz 5.1.5
zeigt, dass man die Blo¨cke vonG bestimmen kann, sobald man gewisse Blo¨cke der Tra¨gheits-
gruppen von Blo¨cken eines Normalteilers H kennt.
5.1.5 Satz
Es sei H ein Normalteiler von G und b ein Block von H. Die Brauer–Korrespondenz
Bˆ 7→ BˆG definiert eine Bijektion zwischen den Blo¨cken Bˆ von I(b), die b u¨berlagern, und
den Blo¨cken von G, die b u¨berlagern. Ist Bˆ ein Block von I(b), der b u¨berlagert, so gilt:
(a) Die Induktion von Charakteren χ 7→ χ↑G definiert eine Bijektion zwischen den ir-
reduziblen gewo¨hnlichen Charakteren in Bˆ und den irreduziblen gewo¨hnlichen Cha-
rakteren in BˆG.
(b) Die Induktion ϕ 7→ ϕ↑G definiert eine Bijektion zwischen den irreduziblen Brauer–
Charakteren in Bˆ und BˆG.
(c) Bˆ und BˆG haben die gleiche Zerlegungsmatrix (bezu¨glich der durch (a) und (b)
gegebenen Korrespondenzen).
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(d) Bˆ und BˆG besitzen eine gemeinsame Defektgruppe.
(e) b ist der einzige Block von H, der von Bˆ u¨berlagert wird.
Beweis: Siehe Hiss und Lux [25], Theorem 4.2.10. 
Wir wollen auch Satz 5.1.5 noch einmal gesondert fu¨r den Spezialfall formulieren, dassH
ein `′–Normalteiler vonG ist. Der folgende Satz ist eine Umformulierung von Theorem (2B)
in Fong [17].
5.1.6 Satz
Es sei H ein `′–Normalteiler von G und ψ ein irreduzibler gewo¨hnlicher Charakter von H.
Es bezeichne I(ψ) die Tra¨gheitsgruppe von ψ in G. Die Brauer–Korrespondenz Bˆ 7→ BˆG
definiert eine Bijektion zwischen den Blo¨cken Bˆ von I(ψ), die ψ u¨berlagern, und den
Blo¨cken von G, die ψ u¨berlagern. Ist Bˆ ein Block von I(b), der ψ u¨berlagert, so gilt:
(a) Die Induktion von Charakteren χ 7→ χ↑G definiert eine Bijektion zwischen den ir-
reduziblen gewo¨hnlichen Charakteren in Bˆ und den irreduziblen gewo¨hnlichen Cha-
rakteren in BˆG.
(b) Die Induktion ϕ 7→ ϕ↑G definiert eine Bijektion zwischen den irreduziblen Brauer–
Charakteren in Bˆ und BˆG.
(c) Bˆ und BˆG haben die gleiche Zerlegungsmatrix (bezu¨glich der durch (a) und (b)
gegebenen Korrespondenzen).
(d) Bˆ und BˆG besitzen eine gemeinsame Defektgruppe.
(e) ψ ist der einzige irreduzible gewo¨hnliche Charakter von H, der von Bˆ u¨berlagert
wird.
Beweis: Dies folgt aus Satz 5.1.5, wenn man beachtet, dass jeder Block von H genau
einen irreduziblen gewo¨hnlichen Charakter entha¨lt und somit die Tra¨gheitsgruppe dieses
Blockes mit der Tra¨gheitsgruppe dieses Charakters u¨bereinstimmt. 
Es seien H ein `′–Normalteiler von G und {ψ0, . . . , ψk} ein Vertretersystem fu¨r die
G–Konjugiertenklassen der irreduziblen gewo¨hnlichen Charaktere von H. Mit Ij sei die
Tra¨gheitsgruppe von ψj in G bezeichnet (j = 0, . . . , k). Nach Satz 4.1.3 und Lemma 5.1.4
bilden dann die Mengen
Bj := {χ ∈ Irr(G) |χ u¨berlagert ψj}, (5.1)
j = 0, . . . , k eine Partition von Irr(G), und jedes Bj ist eine Vereinigung von Blo¨cken.
Satz 5.1.6 fu¨hrt nun die Bestimmung der Blo¨cke in Bj mitsamt ihren Defektgruppen und
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Zerlegungsmatrizen auf die Bestimmung der Blo¨cke (mit Defektgruppen und Zerlegungs-
matrizen) von Ij zuru¨ck, die ψj u¨berlagern. Die Bestimmung der Blo¨cke von Ij , die ψj
u¨berlagern, wird – unter Zusatzvoraussetzungen – durch den folgenden Satz ermo¨glicht.
Zur Definition von χn ψ vergleiche man Abschnitt 4.1.
5.1.7 Satz
Es sei die Gruppe G ein semidirektes Produkt G = K n H aus einer Untergruppe K
und einem `′–Normalteiler H. Es sei ferner ψ ein irreduzibler gewo¨hnlicher Charakter
von G, dessen Einschra¨nkung auf H (die wir ebenfalls mit ψ bezeichnen) irreduzibel ist.
Jedem Block B¯ von K ordnen wir einen Block B von G folgendermaßen zu: Wir wa¨hlen
χ ∈ Irr(B¯) und definieren B als den Block von G, der χnψ entha¨lt. Dann wird ψH von B
u¨berlagert, und B ha¨ngt nicht von der Wahl von χ ∈ Irr(B¯) ab. Die somit wohldefinierte
Abbildung B¯ 7→ B von der Menge der Blo¨cke von K in die Menge der Blo¨cke von G, die
ψH u¨berdecken, ist eine Bijektion. Ist B¯ ein Block von K und B der zugeho¨rige Block
von G, so gilt:
(a) Die Abbildung χ 7→ χnψ definiert eine Bijektion zwischen den irreduziblen gewo¨hn-
lichen Charakteren von B¯ und den irreduziblen gewo¨hnlichen Charakteren von B.
(b) Es gibt eine Bijektion zwischen den irreduziblen Brauer–Charakteren in B¯ und B.
(c) B¯ und B haben die gleiche Zerlegungsmatrix (bezu¨glich der durch (a) und (b) gege-
benen Korrespondenzen).
(d) B¯ und B besitzen eine gemeinsame Defektgruppe.
(e) ψ ist der einzige irreduzible gewo¨hnliche Charakter von H, der von B u¨berlagert
wird.
Beweis: Dies folgt aus dem Beweis von Theorem (2D) in Fong [17]. 
Jede der vor Satz 5.1.7 erwa¨hnten Tra¨gheitsgruppen Ij entha¨lt offensichtlich den Nor-
malteiler H. Besitzt H in Ij ein Komplement und la¨sst sich ψj auf Ij fortsetzen, so ko¨nnen
wir Satz 5.1.7 auf Ij und ψj anwenden. Satz 5.1.7 fu¨hrt dann die Bestimmung der Blo¨cke
von Ij , die ψj u¨berlagern, mitsamt Zerlegungsmatrizen und Defektgruppen auf die Bestim-
mung der Blo¨cke (mit Zerlegungsmatrizen und Defektgruppen) der Tra¨gheitsfaktorgruppe
I¯j = Ij/H zuru¨ck.
Das na¨chste Lemma ist ein Standardkriterium zur Bestimmung von Blo¨cken:
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5.1.8 Lemma
Zwei irreduzible gewo¨hnliche Charaktere χ, χ′ ∈ Irr(G) liegen genau dann im gleichen
`–Block von G, wenn
|gG|χ(g)
χ(1)
≡ |gG|χ
′(g)
χ′(1)
modulo (`)
im Ring der ganzen algebraischen Zahlen fu¨r alle `′–Elemente g von G gilt.
Beweis: Siehe Goldschmidt [22], (7.10). 
U¨ber den Hauptblock einer endlichen Gruppe halten wir noch Folgendes fest:
5.1.9 Lemma
G besitzt ein normales `–Komplement genau dann, wenn der triviale Charakter der einzige
irreduzible Brauer–Charakter im Hauptblock ist.
Beweis: Siehe Feit [16], Lemma IV.4.12, (iv). 
Als na¨chstes geben wir noch zwei Resultate aus der Brauer–Dade–Theorie fu¨r Blo¨cke mit
zyklischem Defekt an, die fu¨r uns in den folgenden Abschnitten von Nutzen sein werden.
5.1.10 Satz
Es sei B ein Block von G mit zyklischer Defektgruppe D der Ordnung `d. Es seien
φ1, . . . , φe die irreduziblen Brauer–Charaktere in B. Dann gilt e | ` − 1, und die Anzahl
der irreduziblen gewo¨hnlichen Charaktere in B ist e+ `
d−1
e . Die irreduziblen gewo¨hnlichen
Charaktere in B ko¨nnen mit
χ1, . . . , χe, χλ , λ ∈ Λ,
bezeichnet werden (wobei Λ eine Indexmenge mit |Λ| = `d−1e ist), so dass Folgendes gilt:
Die Charaktere χλ, λ ∈ Λ schra¨nken alle gleich auf die `–regula¨ren Konjugiertenklassen
von G ein, und setzt man
χe+1 :=
∑
λ∈Λ
χλ,
so la¨sst sich die Zerlegungsmatrix von B wie folgt beschreiben:
Es sei Φi der gewo¨hnliche Charakter des projektiv unzerlegbaren Moduls Pi zum Brauer–
Charakter φi. Dann gilt:
Φi = χi(1) + χi(2), i(1) 6= i(2), i(1), i(2) ∈ {1, . . . , e+ 1}.
Beweis: Siehe Theorem 2.1.5 in Hiss und Lux [25]. 
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5.1.11 Lemma
Es sei B ein Block von G mit zyklischer Defektgruppe D und e die Anzahl der irreduziblen
Brauer–Charaktere in B. Dann ist e ein Teiler von
|NG(D)/CG(D)|.
Beweis: Dies folgt aus dem Beweis von Proposition (62.35) in Band II von Curtis und
Reiner [12]. 
Wir stellen nun noch einige allgemeine Sa¨tze und Definitionen aus der modularen Dar-
stellungstheorie zusammen, die wir in Kapitel 6 beno¨tigen werden. Die Analoga der folgen-
den beiden Lemmata in der gewo¨hnlichen Darstellungstheorie sind wohlbekannt. Da ihre
”modularen“ Varianten vielleicht nicht so bekannt sind, geben wir sie hier noch einmal
mit Beweisskizzen an.
5.1.12 Lemma
Es sei H eine Normalteiler von G, so dass G/H zyklisch ist, und es seiW ein G–invarianter
einfacher kH–Modul. Dann gibt es einen einfachen kG–Modul V mit V ↓H ∼= W , und es
gilt: W↑G ∼= kG/H ⊗k V , wobei der regula¨re kG/H–Modul vermo¨ge G → G/H als kG–
Modul betrachtet wird.
Beweis: Es sei g ∈ G mit G/H = 〈gH〉, und es sei δ : H −→ GL(W ) eine Darstellung
von H, die den kH–Modul W bewirkt. Da W in G invariant ist, existiert ψ ∈ GL(W )
mit δ(g−1hg) = ψ−1δ(h)ψ fu¨r alle h ∈ H. Setzen wir n := |G/H|, so gilt gn ∈ H und
damit ψ−nδ(h)ψn = δ(g−n)δ(h)δ(gn). Also ist ψnδ(g−n) ein kH–Endomorphismus von
W und somit nach dem Lemma von Schur: ψnδ(g−n) = α · idW fu¨r ein α ∈ k×. Da k
”hinreichend viele“ Einheitswurzeln entha¨lt, gibt es ein γ ∈ k
× mit γn = α. Durch Nach-
rechnen besta¨tigt man, dass δ(gih) := γ−iψiδ(h) eine Fortsetzung von δ auf G definiert.
Der zweite Teil der Behauptung la¨sst sich wie folgt einsehen: Es sei {g1 = 1, g2, . . . , gn}
ein Vertretersystem fu¨r die Linksnebenklassen von H in G. Dann wird durch
W↑G = kG⊗kH W −→ kG/H ⊗k V,∑
i
gi ⊗ wi 7→ g¯i ⊗ giw,
ein Isomorphismus von kG–Moduln definiert (wobei mit g¯i die Nebenklasse giH gemeint
ist). 
5.1.13 Lemma
Es sei H ein Normalteiler von G, W ein einfacher kH–Modul, dessen Tra¨gheitsgruppe in
G gleich H ist. Dann ist W↑G einfach.
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Beweis: Es sei V ein einfacher Faktormodul von W↑G. Wegen
{0} 6= HomkG(W↑G, V ) ∼= HomkH(W,V ↓H)
hat V ↓H einen zu W isomorphen Untermodul. Mit W kommen auch sa¨mtliche zu W
in G konjugierte Moduln als direkte Summanden von V ↓H vor. Die Anzahl paarweise
nichtisomorpher zu W konjugierter kH–Moduln ist gleich dem Index der Tra¨gheitsgruppe
vonW in G, also gleich dem Index vonH in G. Die Dimension von V ↓H ist also mindestens
[G : H] · dimW = dim(W↑G). Also ist V =W↑G. 
5.1.14 Definition
Ein kG-Modul M heißt liftbar, wenn es ein RG–Gitter M̂ mit M̂/piM̂ ∼= M gibt. Dann
heißt M̂ ein Lift von M .
5.1.15 Lemma
Es sei H eine Untergruppe von G und kH der triviale kH–Modul. Es sei ferner
kH↑G=M1 ⊕ · · · ⊕Mr
direkte Summe der unzerlegbaren kG–Moduln Mi. Dann gibt es genau ein i ∈ {1, . . . , r},
so dass Mi einen zum trivialen Modul isomorphen Faktor besitzt, und genau ein j ∈
{1, . . . , r}, so dass Mj einen zum trivialen Modul isomorphen Untermodul besitzt. Es gilt
außerdem: i = j.
Beweis: Siehe Lemma II.12.7 i) und ii) in Landrock [32]. 
Der in Lemma 5.1.15 ausgezeichnete direkte Summand von Permutationsmoduln wird
manchmal auch Scott–Modul genannt. Unter dem Charakter einer RG–Gitters M verste-
hen wir den Charakter von K ⊗RM .
5.1.16 Lemma (Zassenhaus–Thompson–Lemma)
Es seiM ein RG–Gitter und Φ der Charakter vonM . Gilt Φ = χ1+χ2 fu¨r zwei gewo¨hnliche
Charaktere von G, so gilt: M entha¨lt R–reine Untergitter Ni, so dass χi der Charakter
von Ni ist (i = 1, 2).
Beweis: Siehe Theorem I.17.3 in Landrock [32]. 
In Kapitel 6 werden wir im Abschnitt 6.4 an entscheidenden Stellen von der Green–
Korrespondenz Gebrauch machen. Wir fassen die Resultate aus diesem Umkreis, die wir
beno¨tigen werden, in den folgenden Sa¨tzen zusammen.
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Ist D eine `–Untergruppe von G, und H eine Untergruppe von G mit NG(D) ≤ H, so
definieren wir:
X := {Dx ∩D |x ∈ G, x 6∈ H} und
Y := {Dx ∩H |x ∈ G, x 6∈ H} und
A := {A ≤ D |A ist in G zu keiner Untergruppe einer Untergruppe aus X konjugiert}.
Man beachte, dass stets D ∈ A ist. Mit diesen Bezeichnungen gilt:
5.1.17 Satz (”Green–Korrespondenz“)
Es sei D eine `–Untergruppe von G und H eine Untergruppe von G mit NG(D) ≤ H.
Dann gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen unzerlegbarer kG–
Moduln mit Vertex in A und der Menge der Isomorphieklassen unzerlegbarer kH–Moduln
mit Vertex in A. Ist U ein solcher kG–Modul und V ein solcher kH–Modul, die unter
dieser Bijektion zueinander korrespondieren, so haben U und V den gleichen Vertex und
es gilt:
V ↑G ∼= U ⊕X ,
U↓H ∼= V ⊕ Y ,
wobei kein unzerlegbarer direkter Summand von X und kein unzerlegbarer direkter Sum-
mand von Y den gleichen Vertex wie U und V hat.
Beweis: Siehe Theorem 1 und die anschließenden Bemerkungen auf Seite 81 in Alperin [1].

Die Bijektion in Satz 5.1.17 wird Green–Korrespondenz genannt. V heißt der Green-
Korrespondent von U , und U heißt der Green-Korrespondent von V . Ist U ein kG–Modul
und U ∼= U1 ⊕ · · · ⊕ Ur eine Zerlegung von U in unzerlegbare direkte Summanden Ui,
i = 1, . . . , r, so definieren wir die Vielfachheit von Ui als die Anzahl aller j ∈ {1, . . . , r}
mit Uj ∼= Ui. In Kapitel 6 werden wir die folgende Variante der Green–Korrespondenz
beno¨tigen, die insbesondere ohne die Voraussetzung NG(D) ≤ H auskommt:
5.1.18 Satz
Es seien D, D˜ `–Untergruppen von G mit D ≤ D˜, und es sei H eine Untergruppe von G
mit D˜ ≤ H. Es sei ferner fu¨r alle g ∈ G die folgende Bedingung erfu¨llt:
Aus gD ≤ D˜ , folgt g ∈ NG(D). (5.2)
Dann gilt: Ist U ein unzerlegbarer kH–Modul mit Vertex D˜, so induziert die Green–
Korrespondenz (Satz 5.1.17) eine vielfachheitserhaltende Bijektion zwischen der Menge
der Isomorphieklassen der unzerlegbaren direkten Summanden von
(
U↓NH(D)
)↑NG(D) mit
Vertex D und der Menge der Isomorphieklassen der unzerlegbaren direkten Summanden
von U↑G mit Vertex D.
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Satz 5.1.18 konnte ich zwar in dieser Form nicht in der Literatur finden, er ist aber ver-
mutlich allgemein bekannt. Der hier gegebene Beweis von Satz 5.1.18 ist im Wesentlichen
nur eine Nachahmung des Beweises von Theorem 4.2 in Burry [5].
Beweis (von Satz 5.1.18): Die Green–Korrespondenz Satz 5.1.17 induziert eine viel-
fachheitserhaltende Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der unzerlegba-
ren direkten Summanden von U↑G mit Vertex D und der Menge der Isomorphieklassen
der unzerlegbaren direkten Summanden von
(
U↑G)↓NG(D) mit Vertex D.
Nach dem Satz von Mackey gilt:(
U↑G)↓NG(D) ∼= ⊕
g∈NG(D)\G/H
(
(gU)↓NG(D)∩gH
)↑NG(D), (5.3)
wobei g ein Vertretersystem der NG(D)–H–Doppelnebenklassen von G durchla¨uft (als
Vertreter der Doppelnebenklasse NG(D)H wa¨hlen wir das Einselement von G). Ange-
nommen,
(
(gU)↓NG(D)∩gH
) ↑NG(D) besa¨ße einen unzerlegbaren direkten Summanden V
mit Vertex D. Nach dem bekannten Verhalten von Vertizes unter Induktion (siehe etwa
Theorem 1 in Burry [4]) ist dann D in NG(D) konjugiert zu einer Untergruppe eines
Vertex Q eines unzerlegbaren direkten Summanden von (gU)↓NG(D)∩gH . Also ist D sogar
eine Untergruppe von Q. Da gU den Vertex gD˜ hat, ist dann nach dem bekannten Ver-
halten von Vertizes unter Restriktion Q in gH konjugiert zu einer Untergruppe von gD˜.
Es existiert somit ein h ∈ H, so dass ghD(gh)−1 ≤ gD˜g−1 ist. Aus Voraussetzung (5.2)
folgt nun hg−1 ∈ NG(D), also g ∈ NG(D)H. Der einzige direkte Summand in (5.3), der
unzerlegbare direkte Summanden mit Vertex D besitzt, ist also der mit g = 1. Hieraus
folgt die Behauptung. 
Wir halten zwei Spezialfa¨lle, in denen (5.2) erfu¨llt ist, in einer Bemerkung fest:
5.1.19 Bemerkung
Jede der beiden folgenden Bedingungen impliziert die Voraussetzung (5.2) aus Satz 5.1.18:
(a) D = D˜ (dies ist der Fall, der von Burry und Carlson in Theorem 4.2 in [5] behandelt
wird),
(b) D˜ ist eine TI–Untergruppe von G, und D ist eine charakteristische Untergruppe
von D˜.
Fu¨r eine Untergruppe H von G bezeichnen wir mit kH den trivialen kH–Modul. Das
folgende Korollar werden wir in Abschnitt 6.4 benutzen:
5.1.20 Korollar
Es sei D eine zyklische `–Sylowgruppe von G, die eine TI–Untergruppe von G ist, und jede
nichttriviale Untergruppe von D besitze in G den gleichen Normalisator wie D. Dann gilt
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fu¨r jede Untergruppe H von G mit D ≤ H: Die Green–Korrespondenz Satz 5.1.17 indu-
ziert eine vielfachheitserhaltende Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der
nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von kH↑G und der Menge der Isomor-
phieklassen der nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von kNH(D)↑NG(D).
Beweis: Dies folgt aus Satz 5.1.18 und Bemerkung 5.1.19. 
Ist D eine `–Untergruppe von G, so definiert die Brauer–Korrespondenz eine Bijektion
zwischen den Blo¨cken von G mit Defektgruppe D und den Blo¨cken von NG(D) mit Defekt-
gruppe D, indem sie jedem solchen Block b von NG(D) seinen Brauer–Korrespondenten bG
zuordnet. Der folgende Satz zeigt, dass die Green– mit der Brauer–Korrespondenz ver-
tra¨glich ist.
5.1.21 Satz
Es sei B ein Block von Gmit Defektgruppe D und b sein Brauer–Korrespondent in NG(D),
das heißt bG = B. Ist U ein unzerlegbarer kG–Modul in B mit Vertex in A, so liegt der
Green–Korrespondent (im Sinne von Satz 5.1.17) im Block b von NG(D).
Beweis: Siehe Theorem 7.8 in Feit [16], Seite 131. 
Wa¨hrend in den vorangegangenen Definitionen und Sa¨tzen die Gruppe G stets eine be-
liebige endliche Gruppe war, setzen die folgende Definition und und der folgende Satz die
speziellere Situation voraus, dass G eine Gruppe mit zerfallendem BN–Paar der Charak-
teristik p ist, die die Kommutatorrelationen erfu¨llt (vergleiche Kapitel 2 in Carter [7]).
5.1.22 Definition (Harish–Chandra-Moduln)
Es sei G eine endliche Gruppe mit zerfallendem BN–Paar der Charakteristik p, die die
Kommutatorrelationen erfu¨llt (vergleiche Kapitel 2 in Carter [7]), und ` 6= p. Es sei ferner
W die Weyl–Gruppe von G mit Standarderzeugern S = {si | i ∈ I}. Fu¨r Teilmengen J ⊆ I
sei LJ die zugeho¨rige Standard–Levi–Untergruppe von G. Die Untergruppen der Form
nLJn
−1 (n ∈ N) von G heißen Levi–Untergruppen von G. Mit RGL bzw. ∗RGL bezeichnen
wir die Harish–Chandra–Induktion bzw. Harish–Chandra–Restriktion (vergleiche (2.2) in
Geck und Hiss [20]). Ein kG–Modul Y heißt kuspidal, wenn ∗RGL (Y ) = 0 ist fu¨r alle echten
Levi–Untergruppen von G. Ein kG–Modul Y heißt ein Harish–Chandra–Modul von G,
wenn er ein unzerlegbarer direkter Summand von RGL (X) fu¨r eine Levi–Untergruppe L
von G und einen kuspidalen, einfachen kL–Modul X ist.
5.1.23 Proposition
Es sei G eine Gruppe mit zerfallendem BN–Paar der Charakteristik p, die die Kommu-
tatorrelationen erfu¨llt, und ` 6= p. Ist Y ein Harish–Chandra–Modul von G, so sind sein
Kopf und sein Sockel einfach und zueinander isomorph.
Beweis: Siehe Proposition 2.11 in Geck und Hiss [20]. 
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5.2 Blo¨cke der parabolischen Untergruppe P
In diesem Abschnitt kehren wir zur Notation aus den Kapiteln 2 bis 4 zuru¨ck. Es sei
also q eine Potenz der Primzahl p, wobei wir p wieder als ungerade voraussetzen. Die
Steinbergschen Trialita¨tsgruppen bezeichnen wir wieder mit G = 3D4(q). Es sei ferner P
die bereits in Abschnitt 3.5 definierte maximale parabolische Untergruppe von G mit
unipotentem Radikal UP und Levi–Komplement LP .
Es sei ` eine von p verschiedene Primzahl und (K,R, k) ein `–modulares Zerfa¨llungs-
system fu¨r alle Untergruppen von G. Wenn wir von Blo¨cken, Brauer–Charakteren, pro-
jektiven Charakteren oder Zerlegungsmatrizen reden, so beziehen wir dies stets auf dieses
`–modulare System. Mit e bezeichnen wir die multiplikative Ordnung von q modulo `.
Wegen ` - q ist das unipotente Radikal ein `′–Normalteiler von P . Es sei {ψ0, . . . , ψ5}
das Vertretersystem der P–Konjugiertenklassen der irreduziblen gewo¨hnlichen Charaktere,
das wir schon in Abschnitt 4.10 gewa¨hlt haben, und es seien I0, . . . , I5 die zugeho¨rigen
Tra¨gheitsgruppen in P . Nach Satz 4.1.3 und Lemma 5.1.4 bilden die Mengen
Bj := {χ ∈ Irr(P ) |χ u¨berlagert ψj},
j = 0, . . . , 5 eine Partition von Irr(P ), und jedes Bj ist eine Vereinigung von Blo¨cken.
Mit I¯j , j = 0, . . . , 5 bezeichnen wir die Tra¨gheitsfaktorgruppen, die wir auf Grund der
Levi–Zerlegung wie schon in Abschnitt 4.8 mit Ij ∩ LP identifizieren. Durch Satz 5.1.6
wird die Bestimmung der Blo¨cke in Bj mitsamt ihren Defektgruppen und Zerlegungsma-
trizen auf die Bestimmung der Blo¨cke (mit Defektgruppen und Zerlegungsmatrizen) von
Ij zuru¨ckgefu¨hrt, die ψj u¨berlagern. Wegen des Zusatzes zu Satz 4.10.1 ko¨nnen wir auf
die Tra¨gheitsgruppen Ij Satz 5.1.7 anwenden. Damit ist die Bestimmung der Blo¨cke von
P in Bj (mitsamt ihrer Zerlegungsmatrizen und Tra¨gheitsgruppen) vollsta¨ndig auf die
Bestimmung der Blo¨cke (mit Zerlegungsmatrizen und Tra¨gheitsgruppen) der Tra¨gheits-
faktorgruppen I¯j zuru¨ckgefu¨hrt.
Der Fall e = 3
Die Annahme e = 3, dass also die multiplikative Ordnung von q modulo ` gleich 3 ist, ist
a¨quivalent zu ` > 3 und ` | q2 + q + 1.
In diesem Fall lassen sich mit Hilfe der Fong–Reduktion (Satz 5.1.6 und Satz 5.1.7) sowie
der Brauer–Dade–Theorie sa¨mtliche `–Blo¨cke von P mitsamt ihren Zerlegungsmatrizen
und Defektgruppen berechnen. Da wir in Kapitel 6 nur einen dieser Blo¨cke beno¨tigen
werden, beschra¨nken wir uns hier auf die Bestimmung dieses einen Blockes.
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Es sei also nun ` > 3 und ` | q2 + q + 1. Wir definieren f,m ∈ N durch
`f ‖ q2 + q + 1 und m := q
3 − 1
`f
.
Wegen Tabelle A.47 und den Vorbemerkungen zu Beginn dieses Abschnitts ist
B5 = {χ15, . . . , χ20} ∪ {χ21(k) | k = 1, . . . , q3 − 2, k 6= (q3 − 1)/2}
∪ {χ22(k) | k = 1, . . . , q3, k 6= (q3 + 1)/2}
eine Vereinigung von `–Blo¨cken von P , und diese `–Blo¨cke stehen vermo¨ge der Fong–
Reduktion (Satz 5.1.6 und Satz 5.1.7) in Bijektion zu den `–Blo¨cken von I¯5. Wir interes-
sieren uns nun fu¨r den `–Block von P in B5, der zum Hauptblock von I¯5 korrespondiert.
Diesen Block von P wollen wir mit b15,16,21 bezeichnen.
Wir behaupten: Die irreduziblen gewo¨hnlichen Charaktere in b15,16,21 sind genau die Cha-
raktere χ15, χ16 und die `
f−1
2 irreduziblen Charaktere χ21(k) mit k ∈ {1, . . . , q3 − 2},
k 6= q3−12 , k Vielfaches vonm (die Anzahl `
f−1
2 erha¨lt man wegen χ21(k) = χ21(q
3−1−k)).
Eine Defektgruppe von b15,16,21 ist eine zyklische `–Sylowgruppe von P der Ordnung `f .
Der Block b15,16,21 entha¨lt genau 2 irreduzible Brauer–Charaktere, und der Brauer–Baum
von b15,16,21 hat die Form:
χ15u χ16u{χ21}uj
Bei geeigneter Nummerierung der beiden irreduziblen Brauer–Charaktere in b15,16,21 hat
die Zerlegungsmatrix dieses Blockes die Gestalt:
ϕ15 ϕ16
χ15 1 0
χ16 0 1
{χ21} 1 1
Tabelle 5.1: Zerlegungsmatrix von b15,16,21
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Bezeichnet man die einfachen kP–Moduln mit Brauer–Charakter ϕ15 bzw. ϕ16 ebenfalls
mit ϕ15 bzw. ϕ16, so besitzen die projektiven Hu¨llen P (ϕ15) und P (ϕ16) von ϕ15 bzw. ϕ16
die folgende Loewy–Struktur:
P (ϕ15)e
ϕ15e
ϕ16e
ϕ15e
e
ϕ15e
ϕ16e
ϕ15e
ppp
P (ϕ16)e
ϕ16e
ϕ15e
ϕ16e
e
ϕ16e
ϕ15e
ϕ16e
ppp
Sowohl P (ϕ15) als auch P (ϕ16) sind uniseriell mit Loewy–La¨nge `f .
Die unzerlegbaren Moduln in b15,16,21 sind (bis auf Isomorphie) genau die Faktormoduln
von P (ϕ15) und P (ϕ16). Insbesondere sind sie uniseriell, und ihre Loewy–La¨nge ist kleiner
oder gleich `f .
Beweis:
Wir beginnen mit der Bestimmung einer Defektgruppe von b15,16,21. Nach Satz 4.8.1 ist
I¯5 = L′P und somit
|I¯5| = q3(q2 + q + 1)(q2 − q + 1)(q + 1)(q − 1).
Also ist die Untergruppe
D := {h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, t`f = 1}.
der Ordnung `f eine `–Sylowgruppe von I¯5 (zur Definition von L′P siehe (4.5) in Ab-
schnitt 4.3). Also ist D eine Defektgruppe des Hauptblocks von I¯5 und daher nach der
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Fong–Reduktion Satz 5.1.6, (d) und Satz 5.1.7, (d) auch eine Defektgruppe von b15,16,21.
Damit haben wir eine Defektgruppe von b15,16,21 gefunden.
Als na¨chstes bestimmen wir die Anzahl der irreduziblen Brauer–Charaktere in b15,16,21.
Wir wollen hierzu Lemma 5.1.11 benutzen. Auf Grund der Eindeutigkeit der Bruhat–
Zerlegung, sind zwei Elemente aus D genau dann in P konjugiert, wenn sie in 〈nα〉 kon-
jugiert sind. Da D zyklisch ist, folgt hieraus bereits:
|NP (D)/CP (D)| ≤ 2
(mit wenig Aufwand kann man auch Gleichheit zeigen). Nach Lemma 5.1.11 ist somit die
Anzahl der irreduziblen Brauer–Charaktere in b15,16,21 kleiner oder gleich 2. Aus Lem-
ma 5.1.9 (angewandt auf den Hauptblock von I¯5) folgt dann weiter, dass sie gleich 2 ist.
Nach Satz 5.1.10 ist dann die Anzahl der irreduziblen gewo¨hnlichen Charaktere in b15,16,21
gleich 2 + `
f−1
2 .
Wir wollen nun diese 2+ `
f−1
2 irreduziblen gewo¨hnlichen Charaktere bestimmen. Bezu¨g-
lich der durch Satz 5.1.6, (a) und Satz 5.1.7, (a) gegebenen Bijektion zwischen den irredu-
ziblen gewo¨hnlichen Charakteren des Hauptblocks von I¯5 und den irreduziblen gewo¨hnli-
chen Charakteren von b15,16,21 entspricht χ15 dem trivialen Charakter von I¯5 (dies folgt
beispielsweise aus Satz 4.8.1, (c) 5. und den Charaktergraden von χ15, . . . , χ22). Der
Block b15,16,21 von P entha¨lt also den irreduziblen gewo¨hnlichen Charakter χ15. Mit Hilfe
von Lemma 5.1.8 rechnet man nach, dass χ15, χ16 sowie die `
f−1
2 Charaktere χ21(k) mit
k ∈ {1, . . . , q3 − 2}, k 6= q3−12 und m | k zum gleichen Block geho¨ren. Also sind die irre-
duziblen gewo¨hnlichen Charaktere im Block b15,16,21 genau die Charaktere χ15, χ16 sowie
χ21(k) mit k ∈ {1, . . . , q3 − 2}, k 6= q3−12 und m | k.
Fu¨r χ ∈ Irr(P ) bezeichnen wir mit χ˘ die Einschra¨nkung von χ auf die `–regula¨ren
Konjugiertenklassen von P . Fu¨r die Vielfachen k ∈ {1, . . . , q3 − 2}, k 6= q3−12 von m gilt
dann:
χ˘21(k) = χ˘15 + χ˘16.
Da der Brauer–Baum von b15,16,21 nur 2 Kanten hat, folgen die Aussagen u¨ber den Brauer–
Baum und die Zerlegungsmatrix von b15,16,21 nun trivialerweise. Die Loewy–Struktur der
projektiv unzerlegbaren Moduln im Block b15,16,21 la¨sst sich aus dem Brauer–Baum ablesen
(vergleiche Alperin [1], Seiten 119ff). Da sa¨mtliche projektiv unzerlegbaren Moduln in
b15,16,21 uniseriell sind, folgen auch die Aussagen u¨ber die u¨brigen unzerlegbaren Moduln
in diesem Block.
Damit ist die Behauptung vollsta¨ndig bewiesen. 
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5.3 Hauptblock der parabolischen Untergruppe Q
Wir behalten die Notation aus dem vorangegangenen Abschnitt bei. In diesem Abschnitt
bestimmen wir den Hauptblock der maximalen parabolischen Untergruppe Q fu¨r den
Fall e = 3. Es sei also ` > 3 und ` | q2+q+1. Wir definieren f ∈ N durch `f ‖ q2+q+1. Die
irreduziblen Charaktere von Q bezeichnen wir gema¨ß Tabelle A.54 mit χ1(k), χ2(k), etc.
Wir behaupten: Im Hauptblock von Q liegen genau `f gewo¨hnliche irreduzible Charaktere
von Q, na¨mlich der triviale Charakter 1Q = χ1(0) sowie genau `f − 1 weitere lineare
Charaktere χ1(k), die wir nicht genauer bestimmen wollen. Der Hauptblock von Q entha¨lt
genau einen irreduziblen Brauer–Charakter φ0, und der Brauer–Baum des Hauptblocks
hat die Form:
u1Q uj{χ1(k)}
Seine Zerlegungsmatrix hat dann die folgende Gestalt:
φ0
χ1(k) 1
Tabelle 5.2: Zerlegungsmatrix des Hauptblocks von Q
Beweis:
Die zyklische Untergruppe
{h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, t`f = 1}
von Q hat die Ordnung `f und ist wegen |Q| = q12(q2 + q + 1)(q + 1)(q − 1)2 eine `-
Sylowgruppe von Q, also eine Defektgruppe des Hauptblocks von Q. Es ist
{h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, t(q3−1)/`f = 1}I¯3UQ
(I¯3 wie in Satz 4.9.1) ein normales `–Komplement in Q. Nach Lemma 5.1.9 entha¨lt der
Hauptblock somit genau einen irreduziblen Brauer–Charakter, na¨mlich den trivialen. Die
Aussagen u¨ber den Brauer–Baum und die Zerlegungsmatrix folgen nun aus Satz 5.1.10,
wenn man noch beachtet, dass χ1(k) die einzigen linearen Charaktere von Q sind. 
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5.4 Blo¨cke eines Zentralisators
Wir behalten die Notation aus den vorangegangenen Abschnitten bei. Wie schon in den
Abschnitten 3.7 und 4.12 betrachten wir die zyklische UntergruppeD von P , die von einem
Element h := h(t, 1, tq, tq
2
) mit t ∈ F, tq2+q+1 = 1, t 6= 1 erzeugt wird. In diesem Abschnitt
wollen wir fu¨r den Fall e = 3, also ` > 3 und ` | q2 + q + 1, die Blo¨cke des Zentralisators
CP (D) bestimmen. Wir gehen a¨hnlich wie in Hiss und Lux [25], Seite 35ff vor. A.a.O. wer-
den Blo¨cke der Zentralisatoren von Sylowgruppen von Primzahlordnung bestimmt. Die
dortigen Aussagen und Beweise funktionieren auch in unserer etwas allgemeineren Situa-
tion (D ist nicht notwendigerweise eine Sylowgruppe und auch nicht notwendigerweise von
Primzahlordnung). Wir wollen die Aussagen und Beweise daher hier kurz skizzieren.
Wir definieren die natu¨rliche Zahl f durch `f || q2 + q + 1. Es sei
D˜ := {h(t, 1, tq, tq2) | t ∈ F, t`f = 1}.
Dann ist D˜ eine zentrale Untergruppe von CP (D) (vergleiche die Zentralisatorordnungen
in Tabelle A.25). D˜ ist zyklisch von Ordnung `f und somit eine `–Sylowgruppe von CP (D).
Nach dem Satz von Schur–Zassenhaus besitzt D˜ ein Komplement K in CP (D). Also ist
CP (D) ein direktes Produkt
CP (D) = D˜ ×K.
Dann sind die gewo¨hnlichen irreduziblen Charaktere von CP (D) bekanntlich durch λ× χ
mit λ ∈ Irr(D˜) und χ ∈ Irr(K) gegeben, wobei λ×χ durch λ×χ(dk) := λ(d)χ(k) definiert
ist (d ∈ D˜, k ∈ K).
Dann gilt (vergleiche Theorem 4.2.1 in Hiss und Lux [25]): Die Blo¨cke von CP (D) ste-
hen in Bijektion zu den gewo¨hnlichen irreduziblen Charakteren von K. Jeder Block B
von CP (D) entha¨lt genau einen gewo¨hnlichen irreduziblen Charakter χ0, dessen Kern D˜
umfasst. Es gilt also χ0 = 1D˜ × χ′0 fu¨r genau ein χ′0 ∈ Irr(K). Man nennt χ0 den kanoni-
schen Charakter von B. Der Block B entha¨lt genau `f gewo¨hnliche irreduzible Charaktere,
na¨mlich χλ := λ× χ′0, λ ∈ Irr(D˜). Der Block B entha¨lt genau einen irreduziblen Brauer–
Charakter φ0, und φ0 ist die Einschra¨nkung von χ0 auf die `–regula¨ren Konjugiertenklassen
von CP (D). Der Brauer–Baum von B hat also die folgende Gestalt:
uχ0 uj{χλ}λ6=1
Die Zerlegungsmatrix von B hat dann die folgende Gestalt:
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φ0
χλ 1
Tabelle 5.3: Zerlegungsmatrix des Blocks B von CP (D)
Diese Behauptung la¨sst sich wie folgt beweisen: D˜ ist eine normale `–Untergruppe von
CP (D) und somit im Kern jedes Brauer–Charakters von CP (D) enthalten. Jeder Brauer–
Charakter φ von CP (D) ist also die Inflation eines Brauer–Charakters der FaktorgruppeK.
DaK eine `′–Gruppe ist, ko¨nnen wir daher die irreduziblen Brauer–Charaktere von CP (D)
mit den irreduziblen gewo¨hnlichen Charakteren von K identifizieren. Es sei φ0 ein solcher.
Dann die sind die gewo¨hnlichen irreduziblen Charaktere von CP (D), deren Einschra¨nkung
auf die `–regula¨ren Klassen gleich φ0 sind, genau die `f irreduziblen gewo¨hnlichen Cha-
raktere der Form λ×φ0 , λ ∈ Irr(D˜). Hieraus ergibt sich die Zerlegungsmatrix von CP (D).
Daraus folgen dann die Aussagen u¨ber die Zerlegungsmatrizen der einzelnen Blo¨cke, ihre
Brauer–Ba¨ume und die Verteilung der gewo¨hnlichen irreduziblen Charaktere von CP (D)
auf die einzelnen Blo¨cke. 
Damit sind die Blo¨cke von CP (D) fu¨r den Fall ` > 3, ` | q2 + q + 1 bestimmt.
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Kapitel 6
Zerlegungszahlen der
Trialita¨tsgruppen
In diesem Kapitel fahren wir mit der Behandlung der modularen Darstellungstheorie der
Steinbergschen Trialita¨tsgruppen in nicht definierender Charakteristik fort. Wir bezeich-
nen weiterhin mit G = 3D4(q) die Steinbergschen Trialita¨tsgruppen. Auch in diesem Ka-
pitel setzen wir die Primzahlpotenz q als ungerade voraus. Es sei ` eine Primzahl, die q
nicht teilt. Im Mittelpunkt dieses Kapitels stehen die `–modularen Zerlegungszahlen der
Trialita¨tsgruppen.
Die `–modularen Zerlegungszahlen von 3D4(q) ha¨ngen von der multiplikativen Ordnung
von q modulo ` ab, die wir mit e bezeichnen. Wie schon in der Einleitung zu Beginn des
fu¨nften Kapitels geschildert, liefert die `–modulare Darstellungstheorie von 3D4(q) ”im
Wesentlichen“ die gleichen Ergebnisse wie die gewo¨hnliche Darstellungstheorie, falls ` die
Gruppenordnung |3D4(q)| nicht teilt. Wir gehen daher davon aus, dass ` ein Teiler von
|3D4(q)| = q12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1) = q12 φ12 φ26 φ23 φ22 φ21
ist, wobei φi das i–te Kreisteilungspolynom in der Variablen q bezeichne. Somit ist die
multiplikative Ordnung e von q modulo ` gleich 12, 6, 3, 2 oder 1. Fu¨r e = 12 sind
sa¨mtliche Zerlegungszahlen seit Geck [19] bekannt.
In den anderen Fa¨llen sind noch einige Zerlegungszahlen von 3D4(q) unbekannt. Wir
werden in diesem Kapitel neue Ergebnisse u¨ber die Zerlegungszahlen von 3D4(q) in den
beiden Fa¨llen e = 6 und e = 3 beweisen.
Insbesondere werden wir zwei der bis dahin unbekannten Zerlegungszahlen explizit be-
stimmen (eine im Fall e = 6 und eine im Fall e = 3). Fu¨r die anderen unbekannten
Zerlegungszahlen in diesen beiden Fa¨llen beweisen wir verbesserte Schranken.
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6.1 Bezeichnungen
Im ganzen Kapitel 6 gelten die folgenden Bezeichnungen:
p eine ungerade Primzahl,
q eine Potenz von p,
G die einfache algebraische Gruppe von adjungiertem Typ mit Dynkin–
Diagramm D4 aus Kapitel 2,
G die Steinbergsche Trialita¨tsgruppe 3D4(q),
P die in Abschnitt 3.5 definierte maximale parabolische Untergruppe von G,
UP das unipotente Radikal von P ,
LP das in Abschnitt 3.3 definierte Levi–Komplement von P ,
` eine von p verschiedene Primzahl,
e die multiplikative Ordnung von q modulo `,
(K,R, k) ein `–modulares Zerfa¨llungssystem fu¨r alle Untergruppen von G,
E`(G, 1) die zu 1 ∈ G∗ geho¨rende geometrische Konjugiertenklasse von `–Blo¨cken
von G (wobei mit G∗ die zu G duale Gruppe gemeint ist).
Wenn wir von Blo¨cken, Brauer–Charakteren, projektiven Charakteren oder Zerlegungs-
matrizen reden, so beziehen wir dies stets auf das obige `–modulare System.
6.2 Zerlegungszahlen der Trialita¨tsgruppen
Wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel erwa¨hnt, ha¨ngen die `–modularen Zerle-
gungszahlen von G = 3D4(q) von der multiplikativen Ordnung e von q modulo ` ab. Ist
e 6∈ {1, 2, 3, 6, 12}, so ist die `–modulare Zerlegungsmatrix von G trivialerweise die Ein-
heitsmatrix (bei geeigneter Anordnung von Zeilen und Spalten). Interessante Aussagen
u¨ber die Zerlegungszahlen von G kann man also nur fu¨r e ∈ {1, 2, 3, 6, 12} erhalten.
Ist e = 12, so sind die `–Sylowgruppen von G zyklisch und Geck konnte in [19] sa¨mt-
liche Zerlegungszahlen mit Hilfe der Brauer–Dade–Theorie bestimmen. In den anderen
Fa¨llen sind jedoch bis heute noch einige Zerlegungszahlen unbekannt. In diesem Abschnitt
bescha¨ftigen wir uns mit den Fa¨llen e = 6 und e = 3. Von besonderem Interesse sind
die Zerlegungszahlen der unipotenten Charaktere. Die hierzu bekannten Ergebnisse findet
man ebenfalls in Geck [19] und sind in den folgenden beiden Sa¨tzen zusammengefasst:
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6.2.1 Satz (Geck, 1990)
Mit den Bezeichnungen aus 6.1 gilt im Fall e = 6: In E`(G, 1) liegen genau 8 irreduzible
Brauer–Charaktere φ1, . . . , φ8. Bei geeigneter Nummerierung sind die Zerlegungszahlen
der unipotenten Charaktere wie folgt gegeben (Nullen sind durch Punkte ersetzt):
φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6 φ7 φ8
1 1 . . . . . . .
[ε1] . 1 . . . . . .
[ρ1] . . 1 . . . . .
[ρ2] 1 1 . 1 . . . .
3D4[−1] . . . . 1 . . .
3D4[1] . . . . . 1 . .
[ε2] 1 . . 1 a . 1 .
St . 1 . 1 b c d 1
Tabelle 6.1: Zerlegungszahlen der unipotenten Charaktere im Fall e = 6
Es gilt: 0 ≤ a ≤ q(q−1)2 ,
0 ≤ b ≤ q3−12 ,
0 ≤ c ≤ q−12 ,
0 ≤ d ≤ q
und 2a+ b− 2 ≥ 0.
[ρ1] ist ein Defekt–0–Charakter.
Beweis: Der Satz ist lediglich eine Umformulierung einer Teilaussage von Satz 3.13.3 in
Geck [19]. Man beachte, dass e = 6 a¨quivalent zu ` > 3 und ` | q2 − q + 1 ist. Die oberen
Schranken fu¨r a, b, c, d sind in Gecks Satz 3.13.3 nicht ausdru¨cklich erwa¨hnt, ergeben sich
jedoch implizit aus seinem Beweis. 
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Gecks entsprechendes Resultat fu¨r e = 3 lautet:
6.2.2 Satz (Geck, 1990)
Mit den Bezeichnungen aus 6.1 gilt im Fall e = 3: In E`(G, 1) liegen genau 8 irreduzible
Brauer–Charaktere φ1, . . . , φ8. Bei geeigneter Nummerierung sind die Zerlegungszahlen
der unipotenten Charaktere wie folgt gegeben (Nullen sind durch Punkte ersetzt):
φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6 φ7 φ8
1 1 . . . . . . .
[ε1] . 1 . . . . . .
[ρ1] . 1 1 . . . . .
[ρ2] 1 . . 1 . . . .
3D4[−1] . . . . 1 . . .
3D4[1] . . . . . 1 . .
[ε2] . . 1 . . a 1 .
St . . . 1 . b c 1
Tabelle 6.2: Zerlegungszahlen der unipotenten Charaktere im Fall e = 3
Es gilt: 1 ≤ a ≤ q(q+1)2 ,
0 ≤ b ≤ q3−12 ,
2 ≤ c ≤ q.
3D4[−1] ist ein Defekt–0–Charakter.
Beweis: Der Satz ist lediglich eine Umformulierung einer Teilaussage von Satz 3.13.3 in
Geck [19]. Man beachte, dass e = 3 a¨quivalent zu ` > 3 und ` | q2 + q + 1 ist. Die oberen
Schranken fu¨r a, b, c sind in Gecks Satz 3.13.3 nicht ausdru¨cklich erwa¨hnt, ergeben sich
jedoch implizit aus seinem Beweis. 
6.2.3 Bemerkung
Geck hat in [19] auch in den Fa¨llen e = 1 und e = 2 weitreichende Aussagen u¨ber die
Zerlegungszahlen der Trialita¨tsgruppen bewiesen (sogar einen Großteil dieser Zerlegungs-
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zahlen bestimmt). Wir werden auf diese Resultate hier jedoch nicht eingehen, da wir sie
im Folgenden nicht beno¨tigen werden.
Die folgenden beiden Sa¨tze verscha¨rfen die Sa¨tze 6.2.1 und 6.2.2. Der Beweis der Sa¨tze 6.2.4
und 6.2.5 wird in den na¨chsten beiden Abschnitten erbracht.
6.2.4 Satz
Fu¨r die in Satz 6.2.1 auftretenden Zerlegungszahlen a, b und d gilt:
a = 0
und
2 ≤ b ≤ q2−q2 ,
0 ≤ d ≤ q − 1.
Beweis: Siehe Abschnitt 6.3.
6.2.5 Satz
Fu¨r die in Satz 6.2.2 auftretenden Zerlegungszahlen a und b gilt:
a = 2
und
0 ≤ b ≤ q2−q2 .
Beweis: Siehe Abschnitt 6.4.
6.3 Beweis von Satz 6.2.4
In diesem Abschnitt wird der Beweis von Satz 6.2.4 gefu¨hrt. Der Beweis beno¨tigt nur
”elementare“ Methoden, d.h. er kommt mit charaktertheoretischen Argumenten ohne die
Verwendung von Moduln aus.
Die Voraussetzung e = 6 ist a¨quivalent zu ` > 3 und ` | q2−q+1. Die in der Behauptung
von Satz 6.2.4 angegebenen unteren Schranken fu¨r b und d ergeben sich aus Satz 6.2.1,
sobald wir a = 0 gezeigt haben. Es sind also nur die oberen Schranken und a = 0 zu
beweisen.
160 Zerlegungszahlen der Trialita¨tsgruppen
Nachweis von d ≤ q − 1:
Wir benutzen die Charaktertafel A.46 der maximalen parabolischen Untergruppe P sowie
die Kenntnis der Fusionen A.27 der Konjugiertenklassen von P in G. Der irreduzible
gewo¨hnliche Charakter χ11(1) von P hat den Grad q3(q2 − q + 1)(q + 1)(q − 1)2 und ist
somit wegen
|P | = q12(q2 − q + 1)(q2 + q + 1)(q + 1)(q − 1)2
ein Defekt–0–Charakter von P . Also ist χ11(1)↑G projektiv. Mit Hilfe der Charakterta-
fel A.46 von P , den Fusionen A.27 und der Frobenius–Reziprozita¨t lassen sich die Skalar-
produkte von χ11(1)↑G mit den unipotenten Charakteren von G berechnen. Man erha¨lt
(siehe die zu χ11 geho¨rige Zeile in Tabelle A.48):
1 [ε1] [ρ1] [ρ2] 3D4[−1] 3D4[1] [ε2] St
χ11(1)↑G 0 0 0 0 0 0 1 q − 1
Tabelle 6.3: Skalarprodukte von χ11(1)↑G mit den unipotenten Charakteren
Hieraus folgt die obere Schranke fu¨r d.
Nachweis von a = 0 und b ≤ q2−q
2
:
Wir benutzen die irreduziblen Charaktere der maximalen parabolischen Untergruppe Q
aus Tabelle A.54 sowie die Kenntnis der Fusionen A.32 der Konjugiertenklassen von Q
in G. Wegen
|Q| = q12(q2 + q + 1)(q + 1)(q − 1)2
ist in diesem Fall Q eine `′–Untergruppe von G. Also ist jeder irreduzible Charakter von
Q projektiv. Daher ist χ13↑G ein projektiver Charakter von G. Mit Hilfe der Tabelle A.54,
den Fusionen A.32 und der Frobenius–Reziprozita¨t lassen sich die Skalarprodukte von
χ13↑G mit den unipotenten Charakteren von G berechnen. Man erha¨lt (siehe die zu χ13
geho¨rige Zeile in Tabelle A.55):
1 [ε1] [ρ1] [ρ2] 3D4[−1] 3D4[1] [ε2] St
χ13↑G 0 0 0 0 1 0 0 q2−q2
Tabelle 6.4: Skalarprodukte von χ13↑G mit den unipotenten Charakteren
Hieraus folgt a ≤ 0 und b ≤ q2−q2 . 
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6.4 Beweis von Satz 6.2.5
In diesem Abschnitt wird der Beweis von Satz 6.2.5 gefu¨hrt. Die Voraussetzung e = 3 ist
a¨quivalent zu ` > 3 und ` | q2 + q + 1. Wir beginnen mit dem
Nachweis von b ≤ q2−q
2
:
Wir benutzen die irreduziblen Charaktere aus Tabelle A.54 der maximalen parabolischen
Untergruppe Q sowie die Kenntnis der Fusionen A.32 der Konjugiertenklassen von Q in G.
Der irreduzible gewo¨hnliche Charakter χ12 von Q hat den Grad 12q
3(q2 + q + 1)(q − 1)2
und ist somit wegen
|Q| = q12(q2 + q + 1)(q + 1)(q − 1)2
ein Defekt–0–Charakter von Q. Also ist χ12↑G projektiv. Mit Hilfe von Tabelle A.54, den
Fusionen A.32 und der Frobenius–Reziprozita¨t lassen sich die Skalarprodukte von χ12↑G
mit den unipotenten Charakteren von G berechnen. Man erha¨lt (siehe die zu χ12 geho¨rige
Zeile in Tabelle A.48):
1 [ε1] [ρ1] [ρ2] 3D4[−1] 3D4[1] [ε2] St
χ12↑G 0 0 0 0 0 1 q q2−q2
Tabelle 6.5: Skalarprodukte von χ12↑G mit den unipotenten Charakteren
Hieraus folgt die obere Schranke fu¨r b.
Nachweis von a = 2:
Bei dem Beweis von a = 2 kommen wir nicht mehr nur mit ”elementaren“ charaktertheo-
retischen Methoden aus, sondern wir werden auch modultheoretische Betrachtungen an-
stellen.
Die Idee des hier gefu¨hrten Beweises wurde inspiriert durch Okuyamas und Wakis Ar-
beit [35] aus dem Jahr 1998 u¨ber die Zerlegungszahlen der symplektischen Gruppen Sp(4, q).
Der Beweis von Satz 6.2.5 la¨sst sich in drei Schritte einteilen:
1. Schritt: Analyse eines Permutationsmoduls M
Wir untersuchen einen Permutationsmodul M von G, bestimmen Kopf und Sockel und
einen unzerlegbaren direkten Summanden von M sowie dessen Loewy–Struktur. Hierbei
zeigt sich, dass die Zerlegungszahl a als Vielfachheit eines Kompositionsfaktors von M
auftritt.
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2. Schritt: Analyse der Einschra¨nkung von M auf den Block b15,16,21 von P
Wir bestimmen die unzerlegbaren direkten Summanden der Einschra¨nkung von M auf
den Block b15,16,21 von P und deren Loewy–Struktur. Hierbei benutzen wir eine Verallge-
meinerung der Green–Korrespondenz von Burry und Carlson.
3. Schritt: Vergleich von M mit der Einschra¨nkung von M auf b15,16,21
Wir vergleichen M mit der Einschra¨nkung von M auf b15,16,21. Als Folgerung ergibt sich
hieraus a = 2.
Wir kommen nun zur Durchfu¨hrung dieser drei Beweisschritte. Wir definieren die natu¨rli-
che Zahl f durch `f || q2 + q + 1.
Analyse eines Permutationsmoduls M
Wir betrachten den Permutationsmodul
M := kQ↑G,
wobei kQ der triviale kQ–Modul zu der maximalen parabolischen Untergruppe Q ist. Als
erstes bestimmen wir den Brauer–Charakter vonM . Als Permutationsmodul istM liftbar
im Sinne von Definition 5.1.14, und M̂ := RQ↑G ist ein Lift von von M , wobei RQ den
trivialen RQ–Modul bezeichne. Der gewo¨hnliche Charakter von M̂ ist 1Q↑G. Da wir die
Fusionen der Konjugiertenklassen von Q in G kennen (siehe Tabelle A.32), ko¨nnen wir
1Q↑G explizit als Summe von irreduziblen Charakteren von G schreiben. Man erha¨lt:
1Q↑G= 1G + [ρ1] + [ρ2] + [ε2] (6.1)
(dies ko¨nnte man auch ohne Kenntnis der Fusionen durch Rechnen in der Weylgruppe mit
Theorem 68.24 in Curtis–Reiner [12] berechnen). Der Brauer–Charakter von M ist die
Einschra¨nkung des gewo¨hnlichen Charakters des Lifts M̂ auf die `–regula¨ren Konjugier-
tenklassen von G und daher gleich
1˘G + [ρ˘1] + [ρ˘2] + [ε˘2]
(ist χ Klassenfunktion einer endlichen Gruppe, so bezeichnen wir wie schon in Kapitel 5
mit χ˘ die Einschra¨nkung von χ auf die `–regula¨ren Konjugiertenklassen). Mittels der
Geckschen Zerlegungsmatrix Tabelle 6.2 erhalten wir so den Brauer–Charakter von M :
2φ1 + φ2 + 2φ3 + φ4 + a · φ6 + φ7. (6.2)
Fu¨r i = 1, . . . , 8 bezeichnen wir den einfachen kG–Modul mit Brauer–Charakter φi eben-
falls mit φi. Da wir mit (6.2) den Brauer–Charakter von M kennen, kennen wir auch
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die Kompositionsfaktoren von M (mit Vielfachheiten). Insbesondere kommt der einfache
Modul φ6 mit der Vielfachheit a als Kompositionsfaktor von M vor.
Wir beginnen nun mit der Bestimmung des Sockels soc(M) von M . Angenommen, der
soc(M) enthalte einen direkten Summanden, der isomorph zum einfachen Modul φ2 ist.
Dann wa¨re
HomkQ(φ2↓Q, kQ) ∼= HomkG(φ2, kQ↑G) ∼= HomkG(φ2,M) 6= {0}.
Insbesondere besa¨ße φ2 ↓Q den trivialen Modul als Kompositionsfaktor. Da wir die Fu-
sionen der Konjugiertenklassen von Q in G kennen (vergleiche Tabelle A.32), ko¨nnen wir
mit Hilfe der Zerlegungsmatrizen Tabelle 6.2 und Tabelle 5.2 die Einschra¨nkung von φ2
auf den Hauptblock von Q ausrechnen. Man erha¨lt (siehe die zu [ε1] geho¨rige Spalte in
Tabelle A.55), dass die Einschra¨nkung von φ2 auf den Hauptblock von Q gleich Null ist.
Insbesondere besitzt der Modul φ2↓Q den trivialen Modul nicht als Kompositionsfaktor.
Also war unsere Annahme falsch, d.h. der Sockel von M besitzt keinen direkten Summan-
den, der isomorph zum einfachen Modul φ2 ist.
Durch eine analoge Argumentation zeigt man, dass soc(M) auch keinen direkten Sum-
manden besitzt, der isomorph zu φ4, φ6 oder φ7 ist. Also sind alle direkten Summanden
von soc(M) isomorph zu den einfachen Moduln φ1 oder φ3.
Wir behaupten, dass sowohl der triviale Modul φ1 als auch der einfache Modul φ3
direkte Summanden von soc(M) sind. Fu¨r φ1 folgt dies aus Lemma 5.1.15. Fu¨r φ3 argu-
mentiert man so: Da [ρ1] nach (6.1) ein Konstituent des gewo¨hnlichen Charakters von M̂
ist, folgt aus dem Zassenhaus–Thompson–Lemma 5.1.16, dass M̂ ein RG–Untergitter mit
Charakter [ρ1] entha¨lt. Aus der Geckschen Zerlegungsmatrix 6.2 folgt somit, dassM einen
Untermodul mit Brauer–Charakter φ2 + φ3 entha¨lt. Also ist der einfache Modul φ2 oder
der einfache Modul φ3 ein direkter Summand des Sockels dieses Untermoduls und damit
auch direkter Summand von soc(M). Da – wie oben gezeigt – der einfache Modul φ2 nicht
im Sockel von M vorkommt, folgt daher weiter, dass der einfache Modul φ3 ein direkter
Summand von soc(M) ist.
Als na¨chstes zeigen wir, dass die unzerlegbaren direkten Summanden von M Harish–
Chandra–Moduln im Sinne von Definition 5.1.22 sind. Es genu¨gt zu zeigen, dass M ein
direkter Summand von kB↑G ist. Der Modul kB↑Q ist liftbar mit Lift RB↑Q. Der gewo¨hnli-
che Charakter des RQ–Gitters RB↑Q ist 1B↑Q. Mit Hilfe der Charaktertafel von LQ sieht
man:
1B↑Q= 1Q + ŜtLQ . (6.3)
Da 1Q und ŜtLQ nach Abschnitt 5.3 in unterschiedlichen Blo¨cken liegen, folgt aus (6.3),
dass kQ direkter Summand von kB↑Q ist. Hieraus folgt weiter, dassM = kQ↑G ein direkter
Summand von kB↑G ist. Insbesondere sind die unzerlegbaren direkten Summanden vonM
Harish–Chandra–Moduln. Nach Proposition 5.1.23 hat somit jeder unzerlegbare direkte
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Summand von M einen einfachen Kopf und einen einfachen Sockel, die jeweils zueinander
isomorph sind.
Wir schreiben M als direkte Summe
M =
k⊕
i=1
Ni
von unzerlegbaren Moduln Ni und definieren:
M1 :=
⊕
i
soc(Ni)∼=φ1
Ni , M2 :=
⊕
i
soc(Ni)∼=φ3
Ni.
Nach Konstruktion ist der Sockel von M1 eine direkte Summe von (einem oder mehreren)
zu φ1 isomorphen einfachen Moduln und der Sockel von M2 eine direkte Summe von
(einem oder mehreren) zu φ3 isomorphen einfachen Moduln. Da wir schon gezeigt haben,
dass der Sockel jedes unzerlegbaren direkten Summanden von M isomorph zu φ1 oder φ3
ist, folgt M =M1 ⊕M2.
Aus (6.1), dem Zassenhaus–Thompson–Lemma und der Zerlegungsmatrix 6.2 folgt wei-
ter, dass M einen Untermodul U mit Brauer–Charakter φ1 + φ4 entha¨lt. Da φ4 nicht
in soc(M) vorkommt, folgt soc(U) ∼= φ1. Wegen der Sockel von U und M2 ist somit
U ∩M2 = {0}. Also liefert der kanonische Epimorphismus M → M/M2 ∼= M1 eine Ein-
bettung von U in M1. Daher sind φ1 und φ4 Kompositionsfaktoren von M1. Hieraus folgt,
dass M1 einen unzerlegbaren direkten Summanden mit Kompositionsfaktoren φ1 und φ4
besitzt. Da dieser ein Harish–Chandra–Modul mit Sockel φ1 ist, kommt φ1 auch im Kopf
dieses unzerlegbaren direkten Summanden von M1 vor. Also: M1 entha¨lt einen unzer-
legbaren direkten Summanden mit Kompositionsfaktoren φ1, φ4, φ1 (und eventuell noch
weiteren Kompositionsfaktoren).
Aus (6.1), dem Zassenhaus–Thompson–Lemma und der Zerlegungsmatrix 6.2 folgt wei-
ter, dassM einen Untermodul mit Brauer–Charakter φ3+a·φ6+φ7 und einen Untermodul
mit Brauer–Charakter φ2 + φ3 entha¨lt. Analog zu oben folgt hieraus, dass M2 einen un-
zerlegbaren direkten Summanden mit Kompositionsfaktoren φ3, φ2, a · φ6, φ7, φ3 (und
eventuell noch weiteren Kompositionsfaktoren) besitzt.
Aus dem Brauer–Charakter von M (siehe (6.2)) folgt somit, dass M1 und M2 unzerleg-
bar sind und dass M1 genau die Kompositionsfaktoren
φ1, φ4, φ1
und M2 genau die Kompositionsfaktoren
φ3, φ2, a · φ6, φ7, φ3
hat. Damit ist gezeigt:
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M entha¨lt zwei Untermoduln M1 und M2 so dass gilt:
(a) M =M1 ⊕M2 und M1, M2 sind unzerlegbar.
(b) M1 ist uniseriell mit Loewy–Struktur:
e φ1
e φ4
e φ1
e
(c) Die Kompositionsfaktoren von M2 sind φ2 + 2 · φ3 + a · φ6 + φ7, und fu¨r den Kopf
und den Sockel von M2 gilt: head(M2) ∼= soc(M2) ∼= φ3.
Wir kommen nun zum zweiten Beweisschritt:
Analyse der Einschra¨nkung von M auf b15,16,21
Als na¨chstes sollen die unzerlegbaren direkten Summanden der Einschra¨nkung von M auf
den Block b15,16,21 von P sowie deren Loewy–Struktur bestimmt werden. Nach dem Satz
von Mackey gilt:
M↓P=
(
kQ↑G
)↓P∼= ⊕
g∈P\G/Q
(
kP∩gQg−1
)↑P .
Fu¨r Doppelnebenklassen nach parabolischen Untergruppen la¨sst sich mit Hilfe der Weyl-
gruppe ein ausgezeichnetes Vertretersystem bestimmen (siehe Proposition 2.7.3 und Pro-
position 2.8.1 in Carter [7]). Als Vertretersystem fu¨r P\G/Q wa¨hlen wir
{1, nβnα, nβnαnβnα}.
Somit gilt:
M↓P ∼= (kP∩Q)↑P ⊕
(
kP∩nβnαQ
)↑P ⊕ (kP∩nβnαnβnαQ)↑P . (6.4)
Bekanntlich gilt P ∩Q = B. Aus den Relationen in Tabelle 2.4 erhalten wir außerdem:
TXαX2α+βX3α+βX3α+2β ⊆ P ∩ nβnαQ und (6.5)
TXαX3α+β ⊆ P ∩ nβnαnβnαQ , (6.6)
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wobei T = TF der in Abschnitt 2.3 auf Seite 47 definierte maximale Torus von G ist.
Wegen (6.4) folgt aus Dimensionsgru¨nden sogar Gleichheit in (6.5) und (6.6). Aus (6.4)
erhalten wir damit:
M↓P ∼= kB↑P ⊕
(
kTXαX2α+βX3α+βX3α+2β
)↑P ⊕ (kTXαX3α+β)↑P . (6.7)
Wir u¨berlegen uns nun, welche der drei direkten Summanden auf der rechten Seite die-
ser Isomorphie unzerlegbare direkte Summanden im Block b15,16,21 besitzen. Die bei-
den direkten Summanden kB ↑P und
(
kTXαX2α+βX3α+βX3α+2β
)↑P sind jeweils liftbar mit
gewo¨hnlichem Charakter 1B ↑P bzw.
(
1TXαX2α+βX3α+βX3α+2β
)↑P . Das Zentrum X3α+2β
des unipotenten Radikals UP ist ein Normalteiler von P , der sowohl in B als auch in
TXαX2α+βX3α+βX3α+2β enthalten ist. Also liegt X3α+2β im Kern jedes gewo¨hnlichen
irreduziblen Konstituenten von 1B↑P und im Kern jedes gewo¨hnlichen irreduziblen Kon-
stituenten von
(
1TXαX2α+βX3α+βX3α+2β
)↑P . Aus der Charaktertafel von P (Tabelle A.46)
folgt jedoch, dass die irreduziblen Charaktere χ15, χ16 und χ21(k) den NormalteilerX3α+2β
nicht im Kern haben. Also ist die Einschra¨nkung von kB↑P und
(
kTXαX2α+βX3α+βX3α+2β
)↑P
auf den Block b15,16,21 von P gleich Null, und nur der dritte direkte Summand in (6.7)
besitzt unzerlegbare direkte Summanden im Block b15,16,21.
Wir wollen uns nun Informationen u¨ber die unzerlegbaren direkten Summanden von(
kTXαX3α+β
)↑P im Block b15,16,21 verschaffen. Zur Abku¨rzung setzen wir H := TXαX3α+β .
Wir beginnen mit den nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von kH↑P im
Block b15,16,21. Hierzu wollen wir Korollar 5.1.20 benutzen. Wir beginnen daher mit der
Verifikation der Voraussetzungen fu¨r dieses Korollar. Die Untergruppe
D := {h(t, 1, tq, tq2)| t ∈ F, t`f = 1}
ist eine zyklische Untergruppe der Ordnung `f von P und daher wegen
|P | = q12(q2 − q + 1)(q2 + q + 1)(q + 1)(q − 1)2
eine `–Sylowgruppe von P . Wegen T ≤ H ist auch D ≤ H. Auf Grund der Eindeutigkeit
der Bruhat–Zerlegung sind zwei Elemente aus D genau dann in P konjugiert, wenn sie in
〈nα〉 konjugiert sind. Da D zyklisch ist, folgt hieraus bereits:
|NP (D)/CP (D)| ≤ 2.
Da nα gema¨ß Tabelle A.23 kein von 1 verschiedenes Element aus D zentralisiert, folgt
weiter
|NP (D)/CP (D)| = 2 und NP (D) = 〈CP (D), nα〉.
In Abschnitt 3.7 hatten wir bereits
CP (D) = TXβX3α+βX3α+2β
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gezeigt, und gesehen, dass der Zentralisator in P jeder nichttrivialen Untergruppe von D
gleich TXβX3α+βX3α+2β ist. Die gleiche Argumentation wie eben zeigt dann, dass der
Normalisator in P jeder nichttrivialen Untergruppe von D gleich NP (D) = 〈CP (D), nα〉
ist. Um nachzuweisen, dass alle Voraussetzungen von Korollar 5.1.20 erfu¨llt sind, mu¨ssen
wir also nur noch zeigen, dass D eine TI–Untergruppe von P ist. Es sei dazu x ∈ P mit
D ∩ xD 6= {1}. Da D zyklisch ist, wird dann D ∩ xD von x normalisiert. Mit anderen
Worten: x ist im Normalisator einer nichttrivialen Untergruppe von D enthalten. Dieser
ist aber – wie eben gesehen – gleich dem Normalisator von D. Also ist xD = D und
somit D eine TI–Untergruppe.
Da nun alle Voraussetzungen von Korollar 5.1.20 besta¨tigt sind, folgt aus Korollar 5.1.20
(angewandt auf P statt G): Die Green–Korrespondenz (Satz 5.1.17) induziert eine vielfach-
heitserhaltende Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der nichtprojektiven
unzerlegbaren direkten Summanden von kH↑P und der Menge der Isomorphieklassen der
nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von kNH(D)↑NP (D). Aus Satz 5.1.21
folgt weiter: Die Green–Korrespondenz (Satz 5.1.17) induziert eine vielfachheitserhaltende
Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen der nichtprojektiven unzerlegbaren
direkten Summanden von kH↑P im Block b15,16,21 und der Menge der Isomorphieklassen
der nichtprojektiven unzerlegbaren direkten Summanden von kNH(D)↑NP (D) im Brauer–
Korrespondenten von b15,16,21.
Um eine obere Schranke fu¨r die Anzahl der nichtprojektiven unzerlegbaren direkten
Summanden von kH ↑P im Block b15,16,21 zu erhalten, genu¨gt es also, die unzerlegbaren
direkten Summanden von kNH(D)↑NP (D) im Brauer–Korrespondenten von b15,16,21 zu un-
tersuchen. Wegen H ≤ B ist NH(D) = CH(D) = CP (D) ∩ H = TX3α+β. Somit gilt:
kNH(D)↑NP (D) = kCH(D)↑NP (D) ∼=
(
kTX3α+β↑CP (D)
)
↑NP (D) . (6.8)
Der Modul kTX3α+β↑CP (D) ist liftbar mit gewo¨hnlichem Charakter 1TX3α+β↑CP (D). Genau
diesen Permutationscharakter hatten wir in Abschnitt 4.12 ausgerechnet und in seine
irreduziblen Konstituenten zerlegt. Wir hatten gesehen (siehe (4.21)):
1TX3α+β↑CP (D)= 1CP (D) + CP (D)χ1 + CP (D)χ2.
An Hand von Tabelle A.49 sieht man mit Hilfe zentraler Charaktere (Lemma 5.1.8), dass
die drei irreduziblen Konstituenten von 1TX3α+β↑CP (D) in paarweise verschiedenen Blo¨cken
von CP (D) liegen. Zur Abku¨rzung bezeichnen wir fu¨r den Moment den Hauptblock von
CP (D) mit b0, den Block von CP (D)χ1 mit b1 und den Block von CP (D)χ2 mit b2. In Ab-
schnitt 5.4 hatten wir auch schon die Zerlegungsmatrizen der Blo¨cke von CP (D) bestimmt.
Wir hatten dort gesehen, dass jeder Block von CP (D) genau einen irreduziblen Brauer–
Charakter entha¨lt und dass die Einschra¨nkung jedes irreduziblen gewo¨hnlichen Charakters
aus einem Block von CP (D) auf die `–regula¨ren Konjugiertenklassen von CP (D) gleich
diesem irreduziblen Brauer–Charakter ist (vergleiche die Zerlegungsmatrizen Tabelle 5.3).
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Also gibt es fu¨r i = 0, 1, 2 einen einfachen kCP (D)–Modul ψi, der im Block bi liegt, so
dass gilt:
kTX3α+β↑CP (D) ∼= ψ0 ⊕ ψ1 ⊕ ψ2
(hierbei ist ψ0 der triviale kCP (D)–Modul). Wegen (6.8) gilt also:
kNH(D)↑NP (D) ∼= ψ0↑NP (D) ⊕ψ1↑NP (D) ⊕ψ2↑NP (D) .
Wir hatten schon gesehen, dass NP (D)/CP (D) zyklisch von Ordnung 2 ist. Nach Lem-
ma 5.1.12 und Lemma 5.1.13 ist daher fu¨r i = 0, 1, 2 der Modul ψi↑NP (D) entweder einfach
oder die direkte Summe zweier einfacher Moduln. Da die Blo¨cke b0, b1 und b2 in NP (D)
paarweise nicht konjugiert sind, liegen fu¨r i, j = 0, 1, 2, i 6= j, die unzerlegbaren direkten
Summanden von ψi↑NP (D) in einem anderen Block von NP (D) als die unzerlegbaren di-
rekten Summanden von ψj↑NP (D). Damit haben wir gezeigt: Schreibt man kNH(D)↑NP (D)
als eine direkte Summe von unzerlegbaren kNP (D)–Moduln, so liegen davon ho¨chstens
zwei im gleichen Block. Wie bereits oben angedeutet, folgt hieraus mit Korollar 5.1.20
und Satz 5.1.21: Schreibt man die Einschra¨nkung vonM auf den Block b15,16,21 als direkte
Summe von unzerlegbaren Moduln, so sind davon ho¨chstens 2 nicht projektiv!
Nun ist es nicht mehr schwierig, die Struktur der Einschra¨nkung von M auf b15,16,21
zu bestimmen. Wie in Satz 6.2.2 bezeichnen wir die irreduziblen Brauer–Charaktere in
E`(G, 1) mit φ1, . . . , φ8. Die irreduziblen Brauer–Charaktere im Block b15,16,21 bezeichnen
wir wie in Tabelle 5.1 mit ϕ15 und ϕ16. Da wir nach Tabelle A.48 wissen, wie sich die
Einschra¨nkungen der unipotenten Charaktere von G auf P als Linearkombinationen von
irreduziblen gewo¨hnlichen Charakteren schreiben lassen, ko¨nnen wir mit Hilfe der Zerle-
gungsmatrizen Tabelle 6.2 und Tabelle 5.1 die Einschra¨nkungen der Brauer–Charaktere
φ1, . . . , φ8 auf den Block b15,16,21 von P ausrechnen. Diese Einschra¨nkungen sehen als
Linearkombinationen von ϕ15 und ϕ16 wie folgt aus:
φ1↓b15,16,21 = 0
φ2↓b15,16,21 = ϕ15
φ3↓b15,16,21 = ϕ16
φ4↓b15,16,21 = ϕ16
φ5↓b15,16,21 = 0
φ6↓b15,16,21 = ϕ15
φ7↓b15,16,21 =
(
`f−1
2 − a
)
· ϕ15 +
(
`f−1
2 − 1
)
· ϕ16
φ8↓b15,16,21 =
(
(q − c) `f−12 + ac− b+ 1
)
· ϕ15 +(
(q − c) `f−12 + q + c
)
· ϕ16
Im Folgenden bezeichnen wir der Einfachheit halber die einfachen kP–Moduln mit Brauer-
Charakter ϕ15 bzw. Brauer–Charakter ϕ16 ebenfalls mit ϕ15 bzw. ϕ16.
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Wie schon im ersten Beweisschritt zerlegen wir den Modul M in eine direkte Summe
der unzerlegbaren Moduln M1 und M2. Da M1 die Kompositionsfaktoren φ1, φ4, φ1 be-
sitzt, ist die Einschra¨nkung von M1 auf den Block b15,16,21 von P isomorph zum einfachen
kP–Modul ϕ16. Damit haben wir bereits einen nichtprojektiven unzerlegbaren direkten
Summanden der Einschra¨nkung von M auf b15,16,21 gefunden. Insbesondere kann die Ein-
schra¨nkung des anderen direkten Summanden M2 auf b15,16,21 ho¨chstens einen nichtpro-
jektiven direkten Summanden besitzen.
Der unzerlegbare direkte Summand M2 besitzt die Kompositionsfaktoren φ3, φ2, a ·φ6,
φ7, φ3. Die Einschra¨nkung von M2 auf b15,16,21 hat also den Brauer–Charakter:
`f + 1
2
· ϕ15 + `
f + 1
2
· ϕ16.
Wie wir aus Abschnitt 5.2 wissen, gibt es in b15,16,21 (bis auf Isomorphie) genau zwei pro-
jektiv unzerlegbare Moduln, na¨mlich die projektive Hu¨lle P (ϕ15) des einfachen Moduls
ϕ15 mit Brauer–Charakter `
f+1
2 ϕ15 +
`f−1
2 ϕ16 und die projektive Hu¨lle P (ϕ16) des einfa-
chen Moduls ϕ16 mit Brauer–Charakter `
f−1
2 ϕ15 +
`f+1
2 ϕ16. Da wir bereits wissen, dass
die Einschra¨nkung von M2 auf den Block b15,16,21 ho¨chstens einen nichtprojektiven unzer-
legbaren direkten Summanden besitzt, bleiben auf Grund der Brauer–Charaktere nur die
beiden Mo¨glichkeiten:
M2↓b15,16,21 ∼= ϕ15 ⊕ P (ϕ16) oder
M2↓b15,16,21 ∼= ϕ16 ⊕ P (ϕ15) .
Die Loewy–Struktur von P (ϕ15) und P (ϕ16) kennen wir bereits aus Abschnitt 5.2. Ange-
nommen, es wa¨re M2↓b15,16,21∼= ϕ16⊕P (ϕ15). Aus soc(M2) ∼= φ3 und φ3↓b15,16,21∼= ϕ16 folgt
dann einerseits (M2/soc(M2))↓b15,16,21∼= P (ϕ15). Andererseits ist ϕ16 wegen head(M2) ∼= φ3
und φ3↓b15,16,21∼= ϕ16 ein Faktor von (M2/soc(M2))↓b15,16,21 , ein Widerspruch. Also gilt:
M2↓b15,16,21∼= ϕ15 ⊕ P (ϕ16).
Damit ist gezeigt: Die Einschra¨nkung des unzerlegbaren direkten Summanden M1 von
M ist isomorph zum einfachen kP–Modul ϕ16, und die Einschra¨nkung des unzerlegbaren
direkten SummandenM2 vonM ist isomorph zu einer direkten Summe aus dem einfachen
kP–Modul ϕ15 und der projektiven Hu¨lle P (ϕ16) des einfachen kP–Moduls ϕ16. Also:
M1↓b15,16,21 ∼= ϕ16 und
M2↓b15,16,21 ∼= ϕ15 ⊕ P (ϕ16).
Wir kommen nun zum dritten und letzten Beweisschritt:
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Vergleich von M mit der Einschra¨nkung von M auf b15,16,21
Wir behalten die Notation aus den ersten beiden Beweisschritten bei. Wir erinnern noch
einmal daran, dass der direkte Summand M2 von M die Kompositionsfaktoren φ3, φ2,
a · φ6, φ7 und φ3 hat und dass head(M2) ∼= soc(M2) ∼= φ3 gilt. Wir hatten gesehen, dass
die Einschra¨nkung von M2 auf den Block b15,16,21 von P die direkte Summe aus einem zu
ϕ15 isomorphen einfachen Modul und einem uniseriellen Modul mit der folgenden Loewy–
Struktur (mit Loewy–La¨nge `f ) ist: e
ϕ16e
ϕ15e
ϕ16e
e
ϕ16e
ϕ15e
ϕ16e
ppp
Wir erinnern außerdem an:
φ2↓b15,16,21 = ϕ15
φ3↓b15,16,21 = ϕ16 (6.9)
φ6↓b15,16,21 = ϕ15.
Wir rufen daru¨ber hinaus in Erinnerung, dass wir aus Abschnitt 5.2 die Loewy–Struktur
sa¨mtlicher unzerlegbarer Moduln im Block b15,16,21 kennen.
Wir zeigen zuna¨chst a ≤ 2. Es sei M0 ein Untermodul von M2, der minimal ist bezu¨glich
der Eigenschaft, einen zu φ7 isomorphen Kompositionsfaktor zu besitzen. Wir untersuchen
nun die Moduln M0 und M2/M0. Es sei x die Vielfachheit von φ6 als Kompositionsfaktor
von M2/M0 und y die Vielfachheit von φ6 als Kompositionsfaktor von M0. Dann gilt also
x+ y = a. (6.10)
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Wir unterscheiden nun zwei Fa¨lle:
1. Fall: φ2 ist Kompositionsfaktor von M0:
Dann hat M0 die Kompositionsfaktoren φ7, φ2, y · φ6, φ3, und wegen soc(M2) ∼= φ3 gilt
soc(M0) ∼= φ3. Auf Grund der Minimalita¨t von M0 gilt außerdem: head(M0) ∼= φ7. Also
entha¨lt M0 einen Untermodul mit den Kompositionsfaktoren φ2, y · φ6, φ3 (na¨mlich das
Radikal von M0). Weil M0↓b15,16,21 ein Untermodul von ϕ15 ⊕ P (ϕ16) ist, folgt mit (6.9),
dass y ≤ 1 ist.
Wir betrachten nun den Faktormodul M2/M0. Im vorliegenden Fall hat M2/M0 die
Kompositionsfaktoren φ3, x · φ6, und es gilt head(M2/M0) ∼= φ3. Weil (M2/M0)↓b15,16,21
ein Faktormodul von ϕ15 ⊕ P (ϕ16) ist, folgt mit (6.9), dass x ≤ 2 ist.
Angenommen, es wa¨re x = 2 und y = 1. Dann enthielte M0 einen Untermodul mit den
Kompositionsfaktoren φ2, φ6, φ3. Wegen (6.9) und unserem Wissen u¨ber die Struktur der
unzerlegbaren Moduln in b15,16,21 wa¨re der einfache Modul ϕ15 ein direkter Summand des
Sockels von M0↓b15,16,21 . Der Faktormodul M2/M0 besa¨ße dann die Kompositionsfaktoren
φ3, 2φ6. Wegen (6.9) und unserem Wissen u¨ber die Struktur der unzerlegbaren Moduln
in b15,16,21 wa¨re dann der einfache Modul ϕ15 auch ein direkter Summand des Kopfes von
(M2/M0)↓b15,16,21 . Der einfache Modul ϕ15 wa¨re also sowohl isomorph zu einem Faktor-
modul von (M2/M0)↓b15,16,21 als auch isomorph zu einem Untermodul von M0↓b15,16,21 . Da
jeder zu ϕ15 isomorphe Faktormodul vonM2↓b15,16,21 ein direkter Summand vonM2↓b15,16,21
ist und jeder zu ϕ15 isomorphe Untermodul von M2↓b15,16,21 ein direkter Summand von
M2↓b15,16,21 ist, wa¨re ϕ15 ein direkter Summand von M2↓b15,16,21 mit Vielfachheit 2. Dies
steht jedoch im Widerspruch zu
soc(M2↓b15,16,21) ∼= ϕ15 ⊕ ϕ16.
Also kann x = 2 und y = 1 nicht gleichzeitig eintreten, und es folgt:
a = x+ y ≤ 2.
2. Fall: φ2 ist kein Kompositionsfaktor von M0:
Der Beweis verla¨uft weitgehend analog zu Fall 1. Der Untermodul M0 hat die Kompo-
sitionsfaktoren φ7, y · φ6, φ3, und wegen soc(M2) ∼= φ3 gilt soc(M0) ∼= φ3. Auf Grund der
Minimalita¨t von M0 gilt außerdem: head(M0) ∼= φ7. Also entha¨lt M0 einen Untermodul
mit den Kompositionsfaktoren y · φ6, φ3 (na¨mlich das Radikal von M0). Weil M0↓b15,16,21
ein Untermodul von ϕ15 ⊕ P (ϕ16) ist, folgt mit (6.9), dass y ≤ 2 ist.
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Im vorliegenden Fall hat M2/M0 die Kompositionsfaktoren φ3, φ2, x · φ6, und es gilt
head(M2/M0) ∼= φ3. Weil (M2/M0)↓b15,16,21 ein Faktormodul von ϕ15 ⊕ P (ϕ16) ist, folgt
mit (6.9), dass x ≤ 1 ist.
Angenommen, es wa¨re x = 1 und y = 2. Dann enthielte M0 einen Untermodul mit den
Kompositionsfaktoren 2φ6, φ3. Wegen (6.9) und unserem Wissen u¨ber die Struktur der
unzerlegbaren Moduln in b15,16,21 wa¨re der einfache Modul ϕ15 ein direkter Summand des
Sockels von M0↓b15,16,21 . Der Faktormodul M2/M0 besa¨ße dann die Kompositionsfaktoren
φ3, φ2, φ6. Wegen (6.9) und unserem Wissen u¨ber die Struktur der unzerlegbaren Moduln
in b15,16,21 wa¨re dann der einfache Modul ϕ15 auch ein direkter Summand des Kopfes von
(M2/M0)↓b15,16,21 . Der einfache Modul ϕ15 wa¨re also sowohl isomorph zu einem Faktor-
modul von (M2/M0)↓b15,16,21 als auch isomorph zu einem Untermodul von M0↓b15,16,21 . Da
jeder zu ϕ15 isomorphe Faktormodul vonM2↓b15,16,21 ein direkter Summand vonM2↓b15,16,21
ist und jeder zu ϕ15 isomorphe Untermodul von M2↓b15,16,21 ein direkter Summand von
M2↓b15,16,21 ist, wa¨re ϕ15 ein direkter Summand von M2↓b15,16,21 mit Vielfachheit 2. Dies
steht jedoch im Widerspruch zu
soc(M2↓b15,16,21) ∼= ϕ15 ⊕ ϕ16.
Also kann x = 1 und y = 2 nicht gleichzeitig eintreten, und es folgt:
a = x+ y ≤ 2.
In jedem Fall gilt also a ≤ 2. Aus dem Satz von Geck 6.2.2 wissen wir bereits a ≥ 1.
Angenommen, es wa¨re a = 1. DaM = kQ↑G selbstdual ist und der zuM1 duale ModulM∗1
nicht isomorph zu M2 ist, sind auch M1 und M2 selbstdual. Unter der Annahme a = 1
folgt aus der Selbstdualita¨t von φ2, φ3, φ6 und φ7, dass M2/soc(M2) den Untermodul
φ2 ⊕ φ6 ⊕ φ7 besitzt. Also hat (M2/soc(M2))↓b15,16,21 nach (6.9) und den Gleichungen auf
Seite 168 mindestens drei Konstituenten im Sockel. Dies widerspricht jedoch
(M2/soc(M2))↓b15,16,21∼= ϕ15 ⊕ P (ϕ16)/ϕ16,
weil der zweite dieser direkten Summanden uniseriell ist. Also ist die Annahme a = 1
falsch, und es gilt: a = 2. Das war zu zeigen. 
Anhang A
Tabellen
A.1 Strukturkonstanten
Es sei Φ das in Abschnitt 2.1 konstruierte Wurzelsystem vom Typ D4. Das Wurzelsystem
Φ entha¨lt genau 12 positive Wurzeln. Es seien r1, r2, r3, r4 die in Abschnitt 2.1 definierten
einfachen Wurzeln. Die u¨brigen positiven Wurzeln seien wie folgt nummeriert:
r5 := r1 + r2,
r6 := r2 + r3,
r7 := r2 + r4,
r8 := r1 + r2 + r3,
r9 := r1 + r2 + r4,
r10 := r2 + r3 + r4,
r11 := r1 + r2 + r3 + r4,
r12 := r1 + 2r2 + r3 + r4.
In der folgenden Tabelle sind die Strukturkonstanten Nrs fu¨r alle Wurzeln r, s ∈ Φ, s
positiv aufgelistet. Die Strukturkonstanten fu¨r die u¨brigen Wurzelpaare (r, s), r oder s
negativ, lassen sich daraus mit Hilfe von Satz 1.4.1, (a) und (c) berechnen.
Die Strukturkonstante Nrs befindet sich in der r–ten Zeile und s–ten Spalte. In der Tabelle
sind der U¨bersichtlichkeit wegen Nullen durch Punkte ersetzt.
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r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10 r11 r12
r1 . -1 . . . 1 1 . . 1 . .
r2 1 . 1 1 . . . . . . 1 .
r3 . -1 . . 1 . 1 . 1 . . .
r4 . -1 . . 1 1 . 1 . . . .
r5 . . -1 -1 . . . . . 1 . .
r6 -1 . . -1 . . . . 1 . . .
r7 -1 . -1 . . . . 1 . . . .
r8 . . . -1 . . -1 . . . . .
r9 . . -1 . . -1 . . . . . .
r10 -1 . . . -1 . . . . . . .
r11 . -1 . . . . . . . . . .
r12 . . . . . . . . . . . .
−r1 . . . . -1 . . 1 1 . 1 .
−r2 . . . . 1 1 1 . . . . 1
−r3 . . . . . -1 . 1 . 1 1 .
−r4 . . . . . . -1 . 1 1 1 .
−r5 -1 1 . . . . . -1 -1 . . 1
−r6 . 1 -1 . . . . -1 . -1 . 1
−r7 . 1 . -1 . . . . -1 -1 . 1
−r8 1 . 1 . -1 -1 . . . . -1 -1
−r9 1 . . 1 -1 . -1 . . . -1 -1
−r10 . . 1 1 . -1 -1 . . . -1 -1
−r11 1 . 1 1 . . . -1 -1 -1 . -1
−r12 . 1 . . 1 1 1 -1 -1 -1 -1 .
Tabelle A.1: Strukturkonstanten Nrs
A.2 Operation von W auf T
Wir beschreiben die erzeugenden Elemente wri , i = 1, . . . , 4 der Weylgruppe vom Typ D4
als Elemente von N(T)/T durch ihre Operation auf den Toruselementen: wrih(t1, t2, t3, t4).
wri
wrih(t1, t2, t3, t4)
wr1 h(t
−1
1 t2, t2, t3, t4)
wr2 h(t1, t1t
−1
2 t3t4, t3, t4)
wr3 h(t1, t2, t2t
−1
3 , t4)
wr4 h(t1, t2, t3, t2t
−1
4 )
Tabelle A.2: Operation der Erzeuger von W auf T
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A.3 F–Konjugiertenklassen von W
Wir beschreiben die F–Konjugiertenklassen der Weylgruppe W durch Angabe von Re-
pra¨sentanten wi als Worte in den Erzeugern wr1 , . . . , wr4 und durch Angabe von Ordnung
und Isomorphietyp des F–Zentralisators Wi := CW,F (wi) = {w ∈ W|w−1wiF (w) = wi}
von wi in W. Man beachte die gegenu¨ber Tafel 3.6.2 in Geck [19] abweichende Wahl
von w1.
wi wi als Produkt der Erzeuger |Wi| Isomorphietyp
von Wi
w0 1 12 WF ∼= D12
w1 wr2 4 Z2 × Z2
w2 wr1wr3wr4 4 Z2 × Z2
w3 wr2wr1wr3wr2wr4wr2wr1wr3 24 SL2(3)
w4 wr1wr3wr4wr2 24 SL2(3)
w5 wr1wr2 4 Z4
w6 wr1wr2wr1wr3wr2wr1wr4wr2wr1wr3wr2wr4 12 D12
Tabelle A.3: F–Konjugiertenklassen von W
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A.4 Maximale Tori von 3D4(q), q ungerade
In der folgenden Tabelle sind die maximalen Tori TFi := T
(Fw−1i ) von GF = 3D4(q) fu¨r
ungerades q aufgelistet. Wir geben die Elemente in TFi sowie den Isomorphietyp von T
F
i
an. Vergleiche Tafel 3.6.2 in Geck [19].
Torus TFi Isomorphietyp
TF0 {h(t1, t2, tq1, tq
2
1 ) | tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1} Zq3−1 × Zq−1
TF1 {h(tq
2+q, tq
2+q+1, tq
3+q2 , tq+1) | t(q3−1)(q+1) = 1} Z(q3−1)(q+1)
TF2 {h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) | t(q3+1)(q−1) = 1} Z(q3+1)(q−1)
TF3 {h(t1, t2, tq1t2, (t−11 t2)q+1) | tq
2+q+1
i = 1} Zq2+q+1 × Zq2+q+1
TF4 {h(t1, t2, t−q1 t2, (t1t−12 )q−1) | tq
2−q+1
i = 1} Zq2−q+1 × Zq2−q+1
TF5 {h(t, tq
3+1, tq, tq
2
) | tq4−q2+1 = 1} Zq4−q2+1
TF6 {h(t1, t2, t−q1 , tq
2
1 ) | tq
3+1
1 = t
q+1
2 = 1} Zq3+1 × Zq+1
Tabelle A.4: Maximale Tori von GF
A.5 Halbeinfache Klassen von 3D4(q), q ungerade
In der folgenden Tabelle sind fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von GF = 3D4(q) fu¨r
ungerades q Vertreter fu¨r die zugeho¨rigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben.
Wir geben außerdem die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in hi an. Vergleiche
Tafel 3.6.3 in Geck [19].
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Typ Repra¨sentant Anzahl
h1 h(1, 1, 1, 1) = 1 1
h2 h(−1, 1,−1,−1) 1
h3 h(t, t2, t, t) q−32
tq−1 = 1; t2 6= 1
h4 h(t, 1, tq, tq
2
) q
2+q
2
tq
2+q+1 = 1; t 6= 1
h5 h(t, 1, tq, tq
2
) q
3−q2−q−3
2
tq
3−1 = 1, tq2+q+1 6= 1, t2 6= 1
h6 h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )
q4−4q3+2q2−2q+15
12
tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1; t1 6= 1, t2; t2 6= 1, t21; tq
2+q+1
1 6= t2, t22
h7 h(1, t, 1, 1) q−12
tq+1 = 1; t2 6= 1
h8 h(tq
2+q, tq
2+q+1, tq
3+q2 , tq+1) q
4−2q+1
4
t(q
3−1)(q+1) = 1, tq3−1 6= 1, tq+1 6= 1
h9 h(t, 1, t−q, tq−1) q
2−q
2
tq
2−q+1 = 1; t 6= 1
h10 h(t, 1, t−q, tq
2
) q
3−q2+q−1
2
tq
3+1 = 1, tq
2−q+1 6= 1, t2 6= 1
h11 h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) q
4−2q3+1
4
t(q
3+1)(q−1) = 1, tq3+1 6= 1, tq−1 6= 1
h12 h(t1, t2, t
q
1t2, (t
−1
1 t2)
q+1) q
4+2q3−q2−2q
24
tq
2+q+1
i = 1, t
2
1 6= t2, t1−q
2
2 ; t2 6= 1, t−2q1
h13 h(t1, t2, t
−q
1 t2, (t1t
−1
2 )
q−1) q
4−2q3−q2+2q
24
tq
2−q+1
i = 1 ; t
2
1 6= t2, t1−q
2
2 ; t2 6= 1, t2q1
h14 h(t, tq
3+1, tq, tq
2
) q
4−q2
4
tq
4−q2+1 = 1; t 6= 1
h15 h(t1, t2, t
−q
1 , t
q2
1 )
q4−2q3+2q2−4q+3
12
tq
3+1
1 = t
q+1
2 = 1 ; t2 6= t1, t21; t1, t2 6= 1; tq
2−q+1
1 6= t2, t22
Tabelle A.5: Halbeinfache Konjugiertenklassen von 3D4(q) fu¨r ungerades q
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A.6 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von 3D4(q),
q ungerade
In der folgenden Tabelle werden fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von GF = 3D4(q)
fu¨r ungerades q Vertreter der zu hi geho¨renden halbeinfachen Konjugiertenklassen ange-
geben. Es sei c das multiplikativ Inverse von q2 + q − 1 modulo (q3 − 1)(q + 1). Da die
beiden halbeinfachen Klassentypen h1 und h2 jeweils nur genau eine Konjugiertenklasse
enthalten, du¨rfte es wohl nicht zu Missversta¨ndnissen fu¨hren, dass wir in diesen beiden
Fa¨llen sowohl den halbeinfachen Klassentyp als auch die von uns gewa¨hlten Vertreter der
Konjugiertenklassen mit h1 bzw. h2 bezeichnen.
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
h1 := h(1, 1, 1, 1) 1
h2 := h(−1, 1,−1,−1) 1
h3(i) := h(ζ˜
i
1, ζ˜
2i
1 , ζ˜
i
1, ζ˜
i
1) i = 0, . . . , q − 2 q−32
i 6= 0, q−12
h4(i) := h(ϕ˜
i
3, 1, ϕ˜
qi
3 , ϕ˜
q2i
3 ) i = 0, . . . , q
2 + q q
2+q
2
i 6= 0
i = 0, . . . , q3 − 2
h5(i) := h(ζ˜
i
3, 1, ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q + 1
q3−q2−q−3
2
i 6= q3−12
i = 0, . . . , q3 − 2
j = 0, . . . , q − 2
i 6= 0
j 6= 0
h6(i, j) := h(ζ˜
i
3, ζ˜
j
1 , ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) i 6= (q2 + q + 1)l
q4−4q3+2q2−2q+15
12
oder j 6= l, l = 0, . . . , q − 2
i 6= (q2 + q + 1)l
oder j 6= 2l, l = 0, . . . , q − 2
i 6= j + (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q
i 6= 2j + (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q
h7(i) := h(1, ξ˜
ci
1 , 1, 1) i = 0, . . . , q
q−1
2
i 6= 0, q+12
i = 0, . . . , q4 + q3 − q − 2
h8(i) := h(µ˜
(q2+q)ci
3 , µ˜
(q2+q+1)ci
3 , µ˜
(q3+q2)ci
3 , µ˜
(q+1)ci
3 ) i 6= (q + 1)l, l = 0, . . . , q3 − 2
q4−2q+1
4
i 6= (q3 − 1)l, l = 0, . . . , q
h9(i) := h(ϕ˜
i
6, 1, ϕ˜
−qi
6 , ϕ˜
(q−1)i
6 ) i = 0, . . . , q
2 − q q2−q2
i 6= 0
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Fortsetzung
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
i = 0, . . . , q3
h10(i) := h(ξ˜
i
3, 1, ξ˜
−qi
3 , ξ˜
q2i
3 ) i 6= 0,
q3+1
2
q3−q2+q−1
2
i 6= (q + 1)l, l = 0, . . . , q2 − q
i = 0, . . . , q4 − q3 + q − 2
h11(i) := h(η˜
i
3, η˜
(q3+1)i
3 , η˜
q4i
3 , η˜
q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q3
q4−2q3+1
4
i 6= (q3 + 1)l, l = 0, . . . , q − 2
i = 0, . . . , q2 + q
h12(i, j) := h(ϕ˜
i
3, ϕ˜
j
3, ϕ˜
qi+j
3 , ϕ˜
(q+1)(j−i)
3 ) j = 0, . . . , q
2 + q q
4+2q3−q2−2q
24
j 6= 0,−2qi
2i 6= j, (1− q2)j
i = 0, . . . , q2 − q
h13(i, j) := h(ϕ˜
i
6, ϕ˜
j
6, ϕ˜
−qi+j
6 , ϕ˜
(q−1)(i−j)
6 ) j = 0, . . . , q
2 − q q4−2q3−q2+2q24
j 6= 0, 2qi
2i 6= j, (1− q2)j
h14(i) := h(ϕ˜
i
12, ϕ˜
(q3+1)i
12 , ϕ˜
qi
12, ϕ˜
q2i
12 ) i = 0, . . . , q
4 − q2 q4−q24
i 6= 0
i = 0, . . . , q3
j = 0, . . . , q
i 6= 0
h15(i, j) := h(ζ˜
i
3, ζ˜
j
1 , ζ˜
−qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) j 6= 0
q4−2q3+2q2−4q+3
12
i 6= (q2 − q + 1)l oder j 6= l, l = 0, . . . , q
i 6= (q2 − q + 1)l oder j 6= 2l, l = 0, . . . , q
i 6= j + (q + 1)l, l = 0, . . . , q2 − q
i 6= 2j + (q + 1)l, l = 0, . . . , q2 − q
Tabelle A.6: Repra¨sentanten der halbeinfachen Klassen von 3D4(q), q ungerade
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A.7 Die Konjugiertenklassen von 3D4(q), q ungerade
Die folgende Tabelle entha¨lt eine vollsta¨ndige Auflistung der Konjugiertenklassen von
GF = 3D4(q) fu¨r ungerades q. Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen ver-
gleiche man den Unterabschnitt ”Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.1. In der Tabelle A.7
sind ζ ∈ F ein Nichtquadrat mit ζq = ζ, a ∈ F mit aq3 = a, aq 6= a, ferner s ∈ F eine
primitive 2(q2−1)–te Einheitswurzel und r ∈ F eine Nullstelle des PolynomsXq−X+sq+1.
Name Repra¨sentant |C3D4(q)|
c1,0 1 q12(q6 − 1)2(q4 − q2 + 1)
c1,1 x3α+2β(1) q12(q6 − 1)
c1,2 xα(1) q10(q2 − 1)
c1,3 xβ(1)x2α+β(−1) 2q8(q2 + q + 1)
c1,4 xβ(1)x2α+β(−ζ) 2q8(q2 − q + 1)
c1,5 xα(1)xα+β(a) q6
c1,6 xα(1)xβ(1) q4
c2,0 h2 q
4(q6 − 1)(q2 − 1)
c2,1 h2x3α+2β(1) q4(q6 − 1)
c2,2 h2xα(1) q4(q2 − 1)
c2,3 h2xβ(1)x2α+β(−1) 2q4
c2,4 h2xβ(1)x2α+β(−ζ) 2q4
c3,0 h3 q
3(q6 − 1)(q − 1)
c3,1 h3xα(1) q3(q − 1)
c4,0 h4 q
3(q3 − 1)2(q + 1)
c4,1 h4x3α+2β(1) q3(q3 − 1)
c4,2 h4xβ(1)x3α+β(1) q2(q2 + q + 1)
c5,0 h5 q(q3 − 1)(q2 − 1)
c5,1 h5x3α+2β(1) q(q3 − 1)
c6,0 h6 (q3 − 1)(q − 1)
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Fortsetzung
Name Repra¨sentant |C3D4(q)|
c7,0 h7 q
3(q6 − 1)(q + 1)
c7,1 h7x2α+β(1) q3(q + 1)
c8,0 h8 (q3 − 1)(q + 1)
c9,0 h9 q
3(q3 + 1)2(q − 1)
c9,1 h9x3α+2β(1) q3(q3 + 1)
c9,2 h9xβ(s)x3α+β(sq)x3α+2β(r) q2(q2 − q + 1)
c10,0 h10 q(q3 + 1)(q2 − 1)
c10,1 h10x3α+2β(1) q(q3 + 1)
c11,0 h11 (q3 + 1)(q − 1)
c12,0 h12 (q2 + q + 1)2
c13,0 h13 (q2 − q + 1)2
c14,0 h14 q
4 − q2 + 1
c15,0 h15 (q3 + 1)(q + 1)
Tabelle A.7: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von 3D4(q) fu¨r
ungerades q
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A.8 Halbeinfache Klassen von B
In der folgenden Tabelle sind fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von B = BF Vertreter
fu¨r die zugeho¨rigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben außerdem
die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in hi an.
Typ Repra¨sentant Anzahl
h1 h(1, 1, 1, 1) = 1 1
h2 h(−1, 1,−1,−1) 1
h3 h(−1,−1,−1,−1) 1
h4 h(1,−1, 1, 1) 1
h5 h(t, 1, tq, tq
2
) q2 + q
tq
2+q+1 = 1, t 6= 1
h6 h(t, t2, t, t) q − 3
tq−1 = 1, t2 6= 1
h7 h(t, t, t, t) q − 3
tq−1 = 1, t2 6= 1
h8 h(1, t, 1, 1) q − 3
tq−1 = 1, t2 6= 1
h9 h(t2, tq
2+q+1, t2q, t2q
2
) q3 − q2 − q − 3
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
h10 h(t, tq
2+q+1, tq, tq
2
) q3 − q2 − q − 3
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
h11 h(t, 1, tq, tq
2
) q3 − q2 − q − 3
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
h12 h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 ) q
4 − 4q3 + 2q2 − 2q + 15
tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1; t1 6= 1, t2; t2 6= 1, t21; tq
2+q+1
1 6= t2, t22
Tabelle A.8: Halbeinfache Konjugiertenklassen von B
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A.9 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von B
In der folgenden Tabelle werden fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von B = BF Ver-
treter der zu hi geho¨renden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Da die halb-
einfachen Klassentypen h1, . . . , h4 jeweils nur genau eine Konjugiertenklasse enthalten,
du¨rfte es wohl nicht zu Missversta¨ndnissen fu¨hren, dass wir in diesen Fa¨llen sowohl den
halbeinfachen Klassentyp als auch die von uns gewa¨hlten Vertreter der Konjugiertenklas-
sen mit h1, . . . , h4 bezeichnen.
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
h1 := h(1, 1, 1, 1) 1
h2 := h(−1, 1,−1,−1) 1
h3 := h(−1,−1,−1,−1) 1
h4 := h(1,−1, 1, 1) 1
h5(i) := h(ϕ˜i3, 1, ϕ˜
qi
3 , ϕ˜
q2i
3 ) i = 0, . . . , q
2 + q q2 + q
i 6= 0
h6(i) := h(ζ˜i1, ζ˜
2i
1 , ζ˜
i
1, ζ˜
i
1) i = 0, . . . , q − 2 q − 3
i 6= 0, q−1
2
h7(i) := h(ζ˜i1, ζ˜
i
1, ζ˜
i
1, ζ˜
i
1) i = 0, . . . , q − 2 q − 3
i 6= 0, q−1
2
h8(i) := h(1, ζ˜i1, 1, 1) i = 0, . . . , q − 2 q − 3
i 6= 0, q−1
2
i = 0, . . . , q3 − 2
h9(i) := h(ζ˜2i3 , ζ˜
i
1, ζ˜
2qi
3 , ζ˜
2q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q + 1 q3 − q2 − q − 3
i 6= q3−1
2
i = 0, . . . , q3 − 2
h10(i) := h(ζ˜i3, ζ˜
i
1, ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q + 1 q3 − q2 − q − 3
i 6= q3−1
2
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Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
i = 0, . . . , q3 − 2
h11(i) := h(ζ˜i3, 1, ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q + 1 q3 − q2 − q − 3
i 6= q3−1
2
i = 0, . . . , q3 − 2
j = 0, . . . , q − 2
i 6= 0
h12(i, j) := h(ζ˜i3, ζ˜
j
1 , ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) j 6= 0 q4 − 4q3 + 2q2 − 2q + 15
i 6= (q2 + q + 1)l oder j 6= l, l = 0, . . . , q − 2
i 6= (q2 + q + 1)l oder j 6= 2l, l = 0, . . . , q − 2
i 6= j + (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q
i 6= 2j + (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q
Tabelle A.9: Repra¨sentanten der halbeinfachen Klassen von B
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A.10 Unipotente Klassen von B
In der folgenden Tabelle sind Informationen u¨ber die unipotenten Konjugiertenklassen von
B = BF zusammengestellt. Fu¨r jede unipotente Konjugiertenklasse von BF geben wir die
in der vorliegenden Arbeit gewa¨hlte Bezeichnung ci,j und die zugeho¨rige Bezeichnung in
Geck [19], Repra¨sentanten der mit ci,j bezeichneten Klassen, die Anzahl dieser Klassen
sowie die Zentralisatorordnung an. Zur Wahl der Parameter i, a′, b, ζ sei auf den Unter-
abschnitt ”Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 verwiesen. Vergleiche auch Tafel 3.8.3 in
Geck [19].
Bezeichnung Bezeichnung Repra¨sentant u Anzahl |CB(u)|
in Geck [19]
c1,0 B1 1 1 q12(q3 − 1)(q − 1)
c1,1 B2 x3α+2β(1) 1 q12(q3 − 1)
c1,2 B3 x3α+β(1) 1 q11(q3 − 1)
c1,3 B4 xβ(1) 1 q8(q3 − 1)
c1,4 B5 x2α+β(1) 1 q10(q − 1)
c1,5 B6 xα+β(1) 1 q8(q − 1)
c1,6 B7 xβ(1)x2α+β(1)x3α+β(2) 1 q8
c1,7 B8 xα(1) 1 q7(q − 1)
c1,8 B9 xβ(1)x3α+β(1) 1 q8(q2 + q + 1)
c1,9 B10 xβ(1)x2α+β(−1) 1 2q8
c1,10 B11 xα+β(1)x3α+β(1) 1 2q8
c1,11 B12 xα(1)x3α+2β(−1) 1 2q7
c1,12 B
(i,b)
13 xβ(1)x2α+β(ζ
i)x3α+β(b) q−32 q
8
c1,13 B14 xβ(1)x2α+β(−ζ) 1 2q8
c1,14 B15 xα+β(1)x3α+β(ζ) 1 2q8
c1,15 B16 xα(1)x3α+2β(−ζ) 1 2q7
c1,16 B
(i,b)
17 xβ(1)x2α+β(ζ
i)x3α+β(b) q−12 q
8
c1,17 B
(a′)
18 xα(1)xα+β(a
′) q + 1 q6
c1,18 B19 xα(1)xβ(1) 1 q4
Tabelle A.10: Unipotente Konjugiertenklassen von B
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A.11 Die Konjugiertenklassen von B
Die folgende Tabelle entha¨lt eine vollsta¨ndige Auflistung der Konjugiertenklassen von
B = BF . Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den Un-
terabschnitt ”Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.2. In der Tabelle A.11 ist ζ ∈ F ein Nicht-
quadrat mit ζq = ζ. Die Parameter (i, b) in den Repra¨sentanten der unipotenten Klassen
vom Typ c1,12 bzw. c1,16 durchlaufen die Parametermengen I1 bzw. I2 mit |I1| = q−32
bzw. |I2| = q−12 wie sie im Unterabschnitt ”Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 defi-
niert sind. Der Parameter a′ in den Repra¨sentanten der unipotenten Klassen vom Typ
c1,17 durchla¨uft die Parametermenge I3 mit |I3| = q + 1, die ebenfalls im Unterabschnitt
”Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 definiert ist.
Name Repra¨sentant |CBF |
c1,0 1 q12(q3 − 1)(q − 1)
c1,1 x3α+2β(1) q12(q3 − 1)
c1,2 x3α+β(1) q11(q3 − 1)
c1,3 xβ(1) q8(q3 − 1)
c1,4 x2α+β(1) q10(q − 1)
c1,5 xα+β(1) q8(q − 1)
c1,6 xβ(1)x2α+β(1)x3α+β(2) q8
c1,7 xα(1) q7(q − 1)
c1,8 xβ(1)x3α+β(1) q8(q2 + q + 1)
c1,9 xβ(1)x2α+β(−1) 2q8
c1,10 xα+β(1)x3α+β(1) 2q8
c1,11 xα(1)x3α+2β(−1) 2q7
c1,12 xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b) q8
c1,13 xβ(1)x2α+β(−ζ) 2q8
c1,14 xα+β(1)x3α+β(ζ) 2q8
c1,15 xα(1)x3α+2β(−ζ) 2q7
c1,16 xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b) q8
c1,17 xα(1)xα+β(a′) q6
c1,18 xα(1)xβ(1) q4
c2,0 h2 q
4(q3 − 1)(q − 1)
c2,1 h2x3α+2β(1) q4(q3 − 1)
c2,2 h2xα(1) q4(q − 1)
c2,3 h2xα(1)x3α+2β(−1) 2q4
c2,4 h2xα(1)x3α+2β(−ζ) 2q4
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Name Repra¨sentant |CBF |
c3,0 h3 q
4(q3 − 1)(q − 1)
c3,1 h3xα+β(1) q4(q − 1)
c3,2 h3x3α+β(1) q4(q3 − 1)
c3,3 h3xα+β(1)x3α+β(1) 2q4
c3,4 h3xα+β(1)x3α+β(ζ) 2q4
c4,0 h4 q
4(q3 − 1)(q − 1)
c4,1 h4xβ(1) q4(q3 − 1)
c4,2 h4x2α+β(1) q4(q − 1)
c4,3 h4xβ(1)x2α+β(−1) 2q4
c4,4 h4xβ(1)x2α+β(−ζ) 2q4
c5,0 h5 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c5,1 h5xβ(1) q2(q3 − 1)
c5,2 h5x3α+β(1) q2(q3 − 1)
c5,3 h5x3α+2β(1) q3(q3 − 1)
c5,4 h5xβ(1)x3α+β(1) q2(q2 + q + 1)
c6,0 h6 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c6,1 h6xα(1) q3(q − 1)
c7,0 h7 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c7,1 h7xα+β(1) q3(q − 1)
c8,0 h8 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c8,1 h8x2α+β(1) q3(q − 1)
c9,0 h9 q(q3 − 1)(q − 1)
c9,1 h9xβ(1) q(q3 − 1)
c10,0 h10 q(q3 − 1)(q − 1)
c10,1 h10x3α+β(1) q(q3 − 1)
c11,0 h11 q(q3 − 1)(q − 1)
c11,1 h11x3α+2β(1) q(q3 − 1)
c12,0 h12 (q3 − 1)(q − 1)
Tabelle A.11: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von B
188 Tabellen
A.12 Fusionen der Konjugiertenklassen von B in 3D4(q)
Die ci,j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von B = BF ,
die in der rechten Spalte Klassentypen von 3D4(q) = GF .
Konjugiertenklasse von B Konjugiertenklasse von 3D4(q)
c1,0 c1,0
c1,1 c1,1
c1,2 c1,1
c1,3 c1,1
c1,4 c1,2
c1,5 c1,2
c1,6 c1,2
c1,7 c1,2
c1,8 c1,3
c1,9 c1,3
c1,10 c1,3
c1,11 c1,3
c1,12(i, b) c1,3
c1,13 c1,4
c1,14 c1,4
c1,15 c1,4
c1,16(i, b) c1,4
c1,17(a′) c1,5
c1,18 c1,6
c2,0 c2,0
c2,1 c2,1
c2,2 c2,2
c2,3 c2,3
c2,4 c2,4
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Konjugiertenklasse von B Konjugiertenklasse von 3D4(q)
c3,0 c2,0
c3,1 c2,2
c3,2 c2,1
c3,3 c2,3
c3,4 c2,4
c4,0 c2,0
c4,1 c2,1
c4,2 c2,2
c4,3 c2,3
c4,4 c2,4
c5,0(i) c4,0(i)
c5,1(i) c4,1(i)
c5,2(i) c4,1(i)
c5,3(i) c4,1(i)
c5,4(i) c4,2(i)
c6,0(i) c3,0(i)
c6,1(i) c3,1(i)
c7,0(i) c3,0(i)
c7,1(i) c3,1(i)
c8,0(i) c3,0(i)
c8,1(i) c3,1(i)
c9,0(i) c5,0
(
(q2 + q − 1)i)
c9,1(i) c5,1
(
(q2 + q − 1)i)
c10,0(i) c5,0(i)
c10,1(i) c5,1(i)
c11,0(i) c5,0(i)
c11,1(i) c5,1(i)
c12,0(i, j) c6,0(i, j)
Tabelle A.12: Fusionen der Konjugiertenklassen von B in 3D4(q)
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A.13 F–Konjugiertenklassen von WLP
Wir beschreiben die F–Konjugiertenklassen der Weylgruppe WLP der Levi–Untergruppe
LP durch Angabe von Repra¨sentanten wi als Worte in den Erzeugern wr1 , wr3 und wr4
und durch Angabe von Ordnung und Isomorphietyp des F–Zentralisators Wi ∩ WLP
(Wi wie in Tabelle A.3). Wir bezeichnen die Repra¨sentanten der F–Klassen von WLP
mit w0 bzw. w2, weil sie mit den Repra¨sentanten w0 bzw. w2 der F–Klassen von W aus
Tabelle A.3 u¨bereinstimmen.
wi wi als Produkt der Erzeuger |Wi| Isomorphietyp von
Wi ∩WLP
w0 1 2 (WLP )
F ∼= Z2
w2 wr1wr3wr4 2 Z2
Tabelle A.13: F–Konjugiertenklassen von WLP
A.14 Maximale Tori von LP
In der folgenden Tabelle sind die maximalen ToriTFi von LP = (LP )
F aufgelistet (i = 0, 2).
Wir geben die Elemente in TFi sowie den Isomorphietyp von T
F
i an. Vergleiche auch
Tabelle A.4.
Torus TFi Isomorphietyp
TF0 {h(t1, t2, tq1, tq
2
1 ) | tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1} Zq3−1 × Zq−1
TF2 {h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) | t(q3+1)(q−1) = 1} Z(q3+1)(q−1)
Tabelle A.14: Maximale Tori von LP
Tabellen 191
A.15 Halbeinfache Klassen von LP
In der folgenden Tabelle sind fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von LP Vertreter fu¨r
die zugeho¨rigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben außerdem die
Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in hi an.
Typ Repra¨sentant Anzahl
h1 h(t, t2, t, t) q − 1
tq−1 = 1
h2 h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )
(q3−2)(q−1)
2
tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1; t2 6= t21
h3 h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) q
3(q−1)
2
t(q
3+1)(q−1) = 1, tq−1 6= 1
Tabelle A.15: Halbeinfache Konjugiertenklassen von LP
A.16 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von LP
In der folgenden Tabelle werden fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von LP Vertreter
der zu hi geho¨renden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben.
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
h1(i) := h(ζ˜i1, ζ˜
2i
1 , ζ˜
i
1, ζ˜
i
1) i = 0, . . . , q − 2 q − 1
i = 0, . . . , q3 − 2
h2(i, j) := h(ζ˜i3, ζ˜
j
1 , ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) j = 0, . . . , q − 2 (q
3−2)(q−1)
2
i 6= (q2 + q + 1)l oder j 6= 2l, l = 0, . . . , q − 2
h3(i) := h(η˜i3, η˜
(q3+1)i
3 , η˜
q4i
3 , η˜
q2i
3 ) i = 0, . . . , q
4 − q3 + q − 2 q3(q−1)
2
i 6= (q3 + 1)l, l = 0, . . . , q − 2
Tabelle A.16: Repra¨sentanten der halbeinfachen Klassen von LP
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A.17 Die Konjugiertenklassen von LP
Die folgende Tabelle entha¨lt eine vollsta¨ndige Auflistung der Konjugiertenklassen von
LP = (LP )F . Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den
Unterabschnitt ”Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.3.
Name Repra¨sentant |CLP |
c1,0 h1 q
3(q6 − 1)(q − 1)
c1,1 h1xα(1) q3(q − 1)
c2,0 h2 (q3 − 1)(q − 1)
c3,0 h3 (q3 + 1)(q − 1)
Tabelle A.17: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von LP
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A.18 F–Konjugiertenklassen von WLQ
Wir beschreiben die F–Konjugiertenklassen der Weylgruppe WLQ der Levi–Untergruppe
LQ durch Angabe von Repra¨sentanten wi und durch Angabe von Ordnung und Isomor-
phietyp des F–Zentralisators Wi ∩WLQ (Wi wie in Tabelle A.3).
wi wi als Produkt der Erzeuger |Wi| Isomorphietyp von
Wi ∩WLQ
w0 1 2 (WLQ)
F ∼= Z2
w1 wr2 2 Z2
Tabelle A.18: F–Konjugiertenklassen von WLQ
A.19 Maximale Tori von LQ
In der folgenden Tabelle sind die maximalen Tori TFi = T
(Fw−1i ) von LQ = (LQ)F auf-
gelistet (i = 0, 1). Wir geben die Elemente in TFi sowie den Isomorphietyp von T
F
i an.
Vergleiche auch Tabelle A.4.
Torus TFi Isomorphietyp
TF0 {h(t1, t2, tq1, tq
2
1 ) | tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1} Zq3−1 × Zq−1
TF1 {h(tq
2+q, tq
2+q+1, tq
3+q2 , tq+1) | t(q3−1)(q+1) = 1} Z(q3−1)(q+1)
Tabelle A.19: Maximale Tori von LQ
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A.20 Halbeinfache Klassen von LQ
In der folgenden Tabelle sind fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von LQ Vertreter fu¨r
die zugeho¨rigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben außerdem die
Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in hi an.
Typ Repra¨sentant Anzahl
h1 h(t2, tq
2+q+1, t2q, t2q
2
) q3 − 1
tq
3−1 = 1
h2 h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )
(q3−1)(q−2)
2
tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1; t2 6= tq
2+q+1
1
h3 h(tq
2+q, tq
2+q+1, tq
3+q2 , tq+1) q(q
3−1)
2
t(q
3−1)(q+1) = 1, tq3−1 6= 1
Tabelle A.20: Halbeinfache Konjugiertenklassen von LQ
A.21 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von LQ
In der folgenden Tabelle werden fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von LQ Vertreter
der zu hi geho¨renden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Zur Definition von c
siehe A.6.
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
h1(i) := h(ζ˜2i3 , ζ˜
i
1, ζ˜
2qi
3 , ζ˜
2q2i
3 ) i = 0, . . . , q
3 − 2 q3 − 1
i = 0, . . . , q3 − 2
h2(i, j) := h(ζ˜i3, ζ˜
j
1 , ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) j = 0, . . . , q − 2 (q
3−1)(q−2)
2
i 6= 2l oder j 6= l,
l = 0, . . . , q3 − 2
h3(i) := h(µ˜
(q2+q)ci
3 , µ˜
(q2+q+1)ci
3 , µ˜
(q3+q2)ci
3 , µ˜
(q+1)ci
3 ) i = 0, . . . , q
4 + q3 − q − 2 q(q3−1)
2
i 6= (q + 1)l, l = 0, . . . , q3 − 2
Tabelle A.21: Repra¨sentanten der halbeinfachen Klassen von LQ
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A.22 Die Konjugiertenklassen von LQ
Die folgende Tabelle entha¨lt eine vollsta¨ndige Auflistung der Konjugiertenklassen von
LQ = (LQ)F . Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den
Unterabschnitt ”Unipotente und gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.4.
Name Repra¨sentant |CLQ |
c1,0 h1 q(q3 − 1)(q2 − 1)
c1,1 h1xβ(1) q(q3 − 1)
c2,0 h2 (q3 − 1)(q − 1)
c3,0 h3 (q3 − 1)(q + 1)
Tabelle A.22: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von LQ
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A.23 Halbeinfache Klassen von P
In der folgenden Tabelle sind fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von P = PF Vertreter
fu¨r die zugeho¨rigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben außerdem
die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in hi an.
Typ Repra¨sentant Anzahl
h1 h(1, 1, 1, 1) = 1 1
h2 h(−1, 1,−1,−1) 1
h3 h(−1,−1,−1,−1) 1
h4 h(t, t2, t, t) q − 3
tq−1 = 1, t2 6= 1
h5 h(1, t, 1, 1) q − 3
tq−1 = 1, t2 6= 1
h6 h(t, 1, tq, tq
2
) q
2+q
2
tq
2+q+1 = 1, t 6= 1
h7 h(t, tq
2+q+1, tq, tq
2
) q3 − q2 − q − 3
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
h8 h(t, 1, tq, tq
2
) q
3−q2−q−3
2
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
h9 h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )
q4−4q3+2q2−2q+15
2
tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1; t1 6= 1, t2; t2 6= 1, t21; tq
2+q+1
1 6= t2, t22
h10 h(t, 1, t−q, tq−1) q
2−q
2
tq
2−q+1 = 1; t 6= 1
h11 h(t, 1, t−q, tq
2
) q
3−q2+q−1
2
tq
3+1 = 1, tq
2−q+1 6= 1, t2 6= 1
h12 h(t, tq
3+1, tq
4
, tq
2
) q
4−2q3+1
2
t(q
3+1)(q−1) = 1, tq
3+1 6= 1, tq−1 6= 1
Tabelle A.23: Halbeinfache Konjugiertenklassen von P = PF
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A.24 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von P
In der folgenden Tabelle werden fu¨r jeden der 12 halbeinfachen Klassentypen hi von
P = PF Vertreter der zu hi geho¨renden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben.
Da die halbeinfachen Klassentypen h1, h2 und h3 jeweils nur genau eine Konjugierten-
klasse enthalten, du¨rfte es wohl nicht zu Missversta¨ndnissen fu¨hren, dass wir in diesen
Fa¨llen sowohl den halbeinfachen Klassentyp als auch die von uns gewa¨hlten Vertreter der
Konjugiertenklassen mit h1, h2 bzw. h3 bezeichnen.
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
h1 := h(1, 1, 1, 1) 1
h2 := h(−1, 1,−1,−1) 1
h3 := h(−1,−1,−1,−1) 1
h4(i) := h(ζ˜i1, ζ˜
2i
1 , ζ˜
i
1, ζ˜
i
1) i = 0, . . . , q − 2 q − 3
i 6= 0, q−1
2
h5(i) := h(1, ζ˜i1, 1, 1) i = 0, . . . , q − 2 q − 3
i 6= 0, q−1
2
h6(i) := h(ϕ˜i3, 1, ϕ˜
qi
3 , ϕ˜
q2i
3 ) i = 0, . . . , q
2 + q q
2+q
2
i 6= 0
i = 0, . . . , q3 − 2
h7(i) := h(ζ˜i3, ζ˜
i
1, ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q + 1 q3 − q2 − q − 3
i 6= q3−1
2
i = 0, . . . , q3 − 2
h8(i) := h(ζ˜i3, 1, ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q + 1 q
3−q2−q−3
2
i 6= q3−1
2
i = 0, . . . , q3 − 2
j = 0, . . . , q − 2
i 6= 0
h9(i, j) := h(ζ˜i3, ζ˜
j
1 , ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) j 6= 0 q
4−4q3+2q2−2q+15
2
i 6= (q2 + q + 1)l oder j 6= l, l = 0, . . . , q − 2
i 6= (q2 + q + 1)l oder j 6= 2l, l = 0, . . . , q − 2
i 6= j + (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q
i 6= 2j + (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q
h10(i) := h(ϕ˜i6, 1, ϕ˜
−qi
6 , ϕ˜
(q−1)i
6 ) i = 0, . . . , q
2 − q q2−q
2
i 6= 0
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Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
i = 0, . . . , q3
h11(i) := h(ξ˜i3, 1, ξ˜
−qi
3 , ξ˜
q2i
3 ) i 6= 0, q
3+1
2
q3−q2+q−1
2
i 6= (q + 1)l, l = 0, . . . , q2 − q
i = 0, . . . , q4 − q3 + q − 2
h12(i) := h(η˜i3, η˜
(q3+1)i
3 , η˜
q4i
3 , η˜
q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q3 q
4−2q3+1
2
i 6= (q3 + 1)l, l = 0, . . . , q − 2
Tabelle A.24: Repra¨sentanten der halbeinfachen Klassen von P = PF
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A.25 Die Konjugiertenklassen von P
Die folgende Tabelle entha¨lt eine vollsta¨ndige Auflistung der Konjugiertenklassen von
P = PF . Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den Un-
terabschnitt ”Gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.5. In der Tabelle A.25 ist ζ ∈ F ein
Nichtquadrat mit ζq = ζ. Der Parameter a′ in den Repra¨sentanten der unipotenten Klas-
sen vom Typ c1,9 durchla¨uft die Parametermenge I3 mit |I3| = q+1, die im Unterabschnitt
”Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 definiert ist.
Name Repra¨sentant |CP |
c1,0 1 q12(q6 − 1)(q − 1)
c1,1 x3α+2β(1) q12(q6 − 1)
c1,2 x3α+β(1) q11(q3 − 1)
c1,3 x2α+β(1) q10(q − 1)
c1,4 xα(1) q7(q − 1)
c1,5 xβ(1)x3α+β(1) 2q8(q2 + q + 1)
c1,6 xα(1)x3α+2β(−1) 2q7
c1,7 xα+β(1)x3α+β(ζ) 2q8(q2 − q + 1)
c1,8 xα(1)x3α+2β(−ζ) 2q7
c1,9 xα(1)xα+β(a′) q6
c1,10 xα(1)xβ(1) q4
c2,0 h2 q
4(q6 − 1)(q − 1)
c2,1 h2x3α+2β(1) q4(q6 − 1)
c2,2 h2xα(1) q4(q − 1)
c2,3 h2xα(1)x3α+2β(−1) 2q4
c2,4 h2xα(1)x3α+2β(−ζ) 2q4
c3,0 h3 q
4(q3 − 1)(q − 1)
c3,1 h3xα+β(1) q4(q − 1)
c3,2 h3x3α+β(1) q4(q3 − 1)
c3,3 h3xα+β(1)x3α+β(1) 2q4
c3,4 h3xα+β(1)x3α+β(ζ) 2q4
c4,0 h4 q
3(q6 − 1)(q − 1)
c4,1 h4xα(1) q3(q − 1)
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Name Repra¨sentant |CP |
c5,0 h5 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c5,1 h5x2α+β(1) q3(q − 1)
c6,0 h6 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c6,1 h6xβ(1) q2(q3 − 1)
c6,2 h6x3α+β(1) q2(q3 − 1)
c6,3 h6x3α+2β(1) q3(q3 − 1)
c6,4 h6xβ(1)x3α+β(1) q2(q2 + q + 1)
c7,0 h7 q(q3 − 1)(q − 1)
c7,1 h7x3α+β(1) q(q3 − 1)
c8,0 h8 q(q3 − 1)(q − 1)
c8,1 h8x3α+2β(1) q(q3 − 1)
c9,0 h9 (q3 − 1)(q − 1)
c10,0 h10 q
3(q3 + 1)(q − 1)
c10,1 h10x3α+2β(1) q3(q3 + 1)
c10,2 h10xβ(s)x3α+β(sq)x3α+2β(r) q2(q2 − q + 1)
c11,0 h11 q(q3 + 1)(q − 1)
c11,1 h11x3α+2β(1) q(q3 + 1)
c12,0 h12 (q3 + 1)(q − 1)
Tabelle A.25: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von P = PF
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A.26 Fusionen der Konjugiertenklassen von B in P und Q
Die ci,j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von B = BF ,
die in der mittleren Spalte Klassentypen von P = PF und die in der rechten Spalte Klas-
sentypen von Q = QF . Zur Berechnung der Fusionen vergleiche man die Abschnitte 3.5
und 3.6.
Konjugierten– Konjugierten– Konjugierten–
klasse von B klasse von P klasse von Q
c1,0 c1,0 c1,0
c1,1 c1,1 c1,1
c1,2 c1,2 c1,1
c1,3 c1,2 c1,2
c1,4 c1,3 c1,3
c1,5 c1,3 c1,4
c1,6 c1,3 c1,5
c1,7 c1,4 c1,4
c1,8 c1,5 c1,6
c1,9 c1,5 c1,7
c1,10 c1,5 c1,8
c1,11 c1,6 c1,8
c1,12(i, b) c1,5 c1,9(i, b)
c1,13 c1,7 c1,10
c1,14 c1,7 c1,11
c1,15 c1,8 c1,11
c1,16(i, b) c1,7 c1,12(i, b)
c1,17(a′) c1,9(a′) c1,13
c1,18 c1,10 c1,14
c2,0 c2,0 c2,0
c2,1 c2,1 c2,1
c2,2 c2,2 c2,2
c2,3 c2,3 c2,3
c2,4 c2,4 c2,4
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Konjugierten– Konjugierten– Konjugierten–
klasse von B klasse von P klasse von Q
c3,0 c3,0 c2,0
c3,1 c3,1 c2,2
c3,2 c3,2 c2,1
c3,3 c3,3 c2,3
c3,4 c3,4 c2,4
c4,0 c3,0 c3,0
c4,1 c3,2 c3,1
c4,2 c3,1 c3,2
c4,3 c3,3 c3,3
c4,4 c3,4 c3,4
c5,0(i) c6,0(i) c6,0(i)
c5,1(i) c6,1(i) c6,1(i)
c5,2(i) c6,2(i) c6,2(i)
c5,3(i) c6,3(i) c6,2(i)
c5,4(i) c6,4(i) c6,3(i)
c6,0(i) c4,0(i) c4,0(i)
c6,1(i) c4,1(i) c4,1(i)
c7,0(i) c5,0(i) c5,0(i)
c7,1(i) c5,1(i) c5,1(i)
c8,0(i) c5,0(i) c5,0(i)
c8,1(i) c5,1(i) c5,1(i)
c9,0(i) c7,0
(
(q2 + q − 1)i) c7,0(i)
c9,1(i) c7,1
(
(q2 + q − 1)i) c7,1(i)
c10,0(i) c7,0(i) c8,0
(
−q3+q2+q+1
2 i
)
c10,1(i) c7,1(i) c8,1
(
−q3+q2+q+1
2 i
)
c11,0(i) c8,0(i) c8,0
(
−q3+q2+q+1
2 i
)
c11,1(i) c8,1(i) c8,1
(
−q3+q2+q+1
2 i
)
c12,0(i, j) c9,0(i, j) c9,0(i, j)
Tabelle A.26: Fusionen der Konjugiertenklassen von B in P und Q
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A.27 Fusionen der Konjugiertenklassen von P in 3D4(q)
Die ci,j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von P = PF ,
die in der rechten Spalte Klassentypen von 3D4(q) = GF .
Konjugiertenklasse von P Konjugiertenklasse von 3D4(q)
c1,0 c1,0
c1,1 c1,1
c1,2 c1,1
c1,3 c1,2
c1,4 c1,2
c1,5 c1,3
c1,6 c1,3
c1,7 c1,4
c1,8 c1,4
c1,9(a′) c1,5
c1,10 c1,6
c2,0 c2,0
c2,1 c2,1
c2,2 c2,2
c2,3 c2,3
c2,4 c2,4
c3,0 c2,0
c3,1 c2,2
c3,2 c2,1
c3,3 c2,3
c3,4 c2,4
c4,0(i) c3,0(i)
c4,1(i) c3,1(i)
c5,0(i) c3,0(i)
c5,1(i) c3,1(i)
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Konjugiertenklasse von P Konjugiertenklasse von 3D4(q)
c6,0(i) c4,0(i)
c6,1(i) c4,1(i)
c6,2(i) c4,1(i)
c6,3(i) c4,1(i)
c6,4(i) c4,2(i)
c7,0(i) c5,0(i)
c7,1(i) c5,1(i)
c8,0(i) c5,0(i)
c8,1(i) c5,1(i)
c9,0(i, j) c6,0(i, j)
c10,0(i) c9,0(i)
c10,1(i) c9,1(i)
c10,2(i) c9,2(i)
c11,0(i) c10,0(i)
c11,1(i) c10,1(i)
c12,0(i) c11,0(i)
Tabelle A.27: Fusionen der Konjugiertenklassen von P in 3D4(q)
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A.28 Fusionen der Konjugiertenklassen von P in LP
Die ci,j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von PF , die
in der rechten Spalte Klassentypen von LP = (LP )F .
Konjugiertenklasse von P Konjugiertenklasse von LP
c1,0 c1,0(0)
c1,1 c1,0(0)
c1,2 c1,0(0)
c1,3 c1,0(0)
c1,4 c1,1(0)
c1,5 c1,0(0)
c1,6 c1,1(0)
c1,7 c1,0(0)
c1,8 c1,1(0)
c1,9(a′) c1,1(0)
c1,10 c1,1(0)
c2,0 c1,0( q−12 )
c2,1 c1,0( q−12 )
c2,2 c1,1( q−12 )
c2,3 c1,1( q−12 )
c2,4 c1,1( q−12 )
c3,0 c2,0( q
3−1
2 ,
q−1
2 )
c3,1 c2,0( q
3−1
2 ,
q−1
2 )
c3,2 c2,0( q
3−1
2 ,
q−1
2 )
c3,3 c2,0( q
3−1
2 ,
q−1
2 )
c3,4 c2,0( q
3−1
2 ,
q−1
2 )
c4,0(i) c1,0(i)
c4,1(i) c1,1(i)
c5,0(i) c2,0(0, i)
c5,1(i) c2,0(0, i)
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Konjugiertenklasse von P Konjugiertenklasse von LP
c6,0(i) c2,0((q − 1)i, 0)
c6,1(i) c2,0((q − 1)i, 0)
c6,2(i) c2,0((q − 1)i, 0)
c6,3(i) c2,0((q − 1)i, 0)
c6,4(i) c2,0((q − 1)i, 0)
c7,0(i) c2,0(i, i)
c7,1(i) c2,1(i, i)
c8,0(i) c2,0(i, 0)
c8,1(i) c2,1(i, 0)
c9,0(i, j) c2,0(i, j)
c10,0(i) c3,0((q2 − 1)i)
c10,1(i) c3,0((q2 − 1)i)
c10,2(i) c3,0((q2 − 1)i)
c11,0(i) c3,0((q − 1)i)
c11,1(i) c3,0((q − 1)i)
c12,0(i) c3,0(i)
Tabelle A.28: Fusionen der Konjugiertenklassen von P in LP
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A.29 Halbeinfache Klassen von Q
In der folgenden Tabelle sind fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von Q = QF Vertreter
fu¨r die zugeho¨rigen halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Wir geben außerdem
die Anzahl der halbeinfachen Konjugiertenklassen in hi an.
Typ Repra¨sentant Anzahl
h1 h(1, 1, 1, 1) = 1 1
h2 h(−1, 1,−1,−1) 1
h3 h(1,−1, 1, 1) 1
h4 h(t, t2, t, t) q − 3
tq−1 = 1, t2 6= 1
h5 h(1, t, 1, 1) q−32
tq−1 = 1, t2 6= 1
h6 h(t, 1, tq, tq
2
) q2 + q
tq
2+q+1 = 1, t 6= 1
h7 h(t2, tq
2+q+1, t2q, t2q
2
) q3 − q2 − q − 3
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
h8 h(t, tq
2+q+1, tq, tq
2
) q3 − q2 − q − 3
tq
3−1 = 1, tq
2+q+1 6= 1, t2 6= 1
h9 h(t1, t2, t
q
1, t
q2
1 )
q4−4q3+2q2−2q+15
2
tq
3−1
1 = t
q−1
2 = 1; t1 6= 1, t2; t2 6= 1, t21; tq
2+q+1
1 6= t2, t22
h10 h(1, t, 1, 1) q−12
tq+1 = 1, t2 6= 1
h11 h(tq
2+q, tq
2+q+1, tq
3+q2 , tq+1) q
4−2q+1
2
t(q
3−1)(q+1) = 1, tq
3−1 6= 1, tq+1 6= 1
Tabelle A.29: Halbeinfache Konjugiertenklassen von Q = QF
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A.30 Parametrisierung der halbeinfachen Klassen von Q
In der folgenden Tabelle werden fu¨r jeden halbeinfachen Klassentyp hi von Q = QF Ver-
treter der zu hi geho¨renden halbeinfachen Konjugiertenklassen angegeben. Zur Definition
von c siehe A.6.
Definition Parameterbereich Anzahl der
Klassen
h1 := h(1, 1, 1, 1) 1
h2 := h(−1, 1,−1,−1) 1
h3 := h(1,−1, 1, 1) 1
h4(i) := h(ζ˜
i
1, ζ˜
2i
1 , ζ˜
i
1, ζ˜
i
1) i = 0, . . . , q − 2 q − 3
i 6= 0, q−12
h5(i) := h(1, ζ˜
i
1, 1, 1) i = 0, . . . , q − 2 q−32
i 6= 0, q−12
h6(i) := h(ϕ˜
i
3, 1, ϕ˜
qi
3 , ϕ˜
q2i
3 ) i = 0, . . . , q
2 + q q2 + q
i 6= 0
i = 0, . . . , q3 − 2
h7(i) := h(ζ˜
2i
3 , ζ˜
i
1, ζ˜
2qi
3 , ζ˜
2q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q + 1 q3 − q2 − q − 3
i 6= q3−12
i = 0, . . . , q3 − 2
h8(i) := h(ζ˜
i
3, ζ˜
i
1, ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) i 6= (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q + 1 q3 − q2 − q − 3
i 6= q3−12
i = 0, . . . , q3 − 2
j = 0, . . . , q − 2
i 6= 0
h9(i, j) := h(ζ˜
i
3, ζ˜
j
1 , ζ˜
qi
3 , ζ˜
q2i
3 ) j 6= 0
q4−4q3+2q2−2q+15
2
i 6= (q2 + q + 1)l
oder j 6= l, l = 0, . . . , q − 2
i 6= (q2 + q + 1)l
oder j 6= 2l, l = 0, . . . , q − 2
i 6= j + (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q
i 6= 2j + (q − 1)l, l = 0, . . . , q2 + q
h10(i) := h(1, ξ˜
ci
1 , 1, 1) i = 0, . . . , q
q−1
2
i 6= 0, q+12
i = 0, . . . , q4 + q3 − q − 2
h11(i) := h(µ˜
(q2+q)ci
3 , µ˜
(q2+q+1))ci
3 , µ˜
(q3+q2)ci
3 , µ˜
(q+1)ci
3 ) i 6= (q + 1)l, l = 0, . . . , q3 − 2
q4−2q+1
2
i 6= (q3 − 1)l, l = 0, . . . , q
Tabelle A.30: Repra¨sentanten der halbeinfachen Klassen von Q = QF
Tabellen 209
A.31 Die Konjugiertenklassen von Q
Die folgende Tabelle entha¨lt eine vollsta¨ndige Auflistung der Konjugiertenklassen von
Q = QF . Zur Wahl der Bezeichnungen der Konjugiertenklassen vergleiche man den Un-
terabschnitt ”Unipotente und gemischte Klassen“ in Abschnitt 3.6. In der Tabelle A.31 ist
ζ ∈ F ein Nichtquadrat mit ζq = ζ, a ∈ F mit aq3 = a, aq 6= a. Der Parameter (i, b) in den
Repra¨sentanten der unipotenten Klassen vom Typ c1,9 durchla¨uft die Parametermenge I1
mit |I1| = q−32 , und der Parameter (i, b) in den Repra¨sentanten der unipotenten Klassen
vom Typ c1,12 durchla¨uft die Parametermenge I2 mit |I2| = q−12 . Die Parametermengen
I1 und I2 sind im Unterabschnitt ”Unipotente Klassen“ in Abschnitt 3.2 definiert.
Name Repra¨sentant |CQ|
c1,0 1 q12(q3 − 1)(q2 − 1)
c1,1 x3α+2β(1) q12(q3 − 1)
c1,2 xβ(1) q8(q3 − 1)
c1,3 x2α+β(1) q10(q2 − 1)
c1,4 xα+β(1) q8(q − 1)
c1,5 xβ(1)x2α+β(1)x3α+2β(2) q8
c1,6 xβ(1)x3α+β(1) q8(q2 + q + 1)
c1,7 xβ(1)x2α+β(−1) 2q8
c1,8 xα+β(1)x3α+β(1) 2q8
c1,9(i, b) xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b) q8
c1,10 xβ(1)x2α+β(−ζ) 2q8
c1,11 xα+β(1)x3α+β(ζ) 2q8
c1,12(i, b) xβ(1)x2α+β(ζi)x3α+β(b) q8
c1,13 xα(1)xα+β(a) q6
c1,14 xα(1)xβ(1) q4
c2,0 h2 q
4(q3 − 1)(q − 1)
c2,1 h2x3α+2β(1) q4(q3 − 1)
c2,2 h2xα(1) q4(q − 1)
c2,3 h2xα(1)x3α+2β(−1) 2q4
c2,4 h2xα(1)x3α+2β(−ζ) 2q4
c3,0 h3 q
4(q3 − 1)(q2 − 1)
c3,1 h3xβ(1) q4(q3 − 1)
c3,2 h3x2α+β(1) q4(q2 − 1)
c3,3 h3xβ(1)x2α+β(−1) 2q4
c3,4 h3xβ(1)x2α+β(−ζ) 2q4
c4,0 h4 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c4,1 h4xα(1) q3(q − 1)
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Fortsetzung
Name Repra¨sentant |CQ|
c5,0 h5 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c5,1 h5x2α+β(1) q3(q − 1)
c6,0 h6 q
3(q3 − 1)(q2 − 1)
c6,1 h6xβ(1) q2(q3 − 1)
c6,2 h6x3α+2β(1) q3(q3 − 1)
c6,3 h6xβ(1)x3α+β(1) q2(q2 + q + 1)
c7,0 h7 q(q3 − 1)(q2 − 1)
c7,1 h7xβ(1) q(q3 − 1)
c8,0 h8 q(q3 − 1)(q − 1)
c8,1 h8x3α+β(1) q(q3 − 1)
c9,0 h9 (q3 − 1)(q − 1)
c10,0 h10 q
3(q3 − 1)(q + 1)
c10,1 h10x2α+β(1) q3(q + 1)
c11,0 h11 (q3 − 1)(q + 1)
Tabelle A.31: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von Q = QF
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A.32 Fusionen der Konjugiertenklassen von Q in 3D4(q)
Die ci,j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von Q = QF ,
die in der rechten Spalte Klassentypen von 3D4(q) = GF .
Konjugiertenklasse von Q Konjugiertenklasse von 3D4(q)
c1,0 c1,0
c1,1 c1,1
c1,2 c1,1
c1,3 c1,2
c1,4 c1,2
c1,5 c1,2
c1,6 c1,3
c1,7 c1,3
c1,8 c1,3
c1,9(i, b) c1,3
c1,10 c1,4
c1,11 c1,4
c1,12(i, b) c1,4
c1,13 c1,5
c1,14 c1,6
c2,0 c2,0
c2,1 c2,1
c2,2 c2,2
c2,3 c2,3
c2,4 c2,4
c3,0 c2,0
c3,1 c2,1
c3,2 c2,2
c3,3 c2,3
c3,4 c2,4
c4,0(i) c3,0(i)
c4,1(i) c3,1(i)
c5,0(i) c3,0(i)
c5,1(i) c3,1(i)
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Fortsetzung
Konjugiertenklasse von Q Konjugiertenklasse von 3D4(q)
c6,0(i) c4,0(i)
c6,1(i) c4,1(i)
c6,2(i) c4,1(i)
c6,3(i) c4,2(i)
c7,0(i) c5,0((q2 + q − 1)i)
c7,1(i) c5,1((q2 + q − 1)i)
c8,0(i) c5,0(i)
c8,1(i) c5,1(i)
c9,0(i, j) c6,0(i, j)
c10,0(i) c7,0(i)
c10,1(i) c7,1(i)
c11,0(i) c8,0(i)
Tabelle A.32: Fusionen der Konjugiertenklassen von Q in 3D4(q)
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A.33 Fusionen der Konjugiertenklassen von Q in LQ
Die ci,j in der linken Spalte der folgenden Tabelle bezeichnen Klassentypen von Q = QF ,
die in der rechten Spalte Klassentypen von LQ = (LQ)F .
Konjugiertenklasse von Q Konjugiertenklasse von LQ
c1,0 c1,0(0)
c1,1 c1,0(0)
c1,2 c1,1(0)
c1,3 c1,0(0)
c1,4 c1,0(0)
c1,5 c1,1(0)
c1,6 c1,1(0)
c1,7 c1,1(0)
c1,8 c1,0(0)
c1,9(i, b) c1,1(0)
c1,10 c1,1(0)
c1,11 c1,0(0)
c1,12(i, b) c1,1(0)
c1,13 c1,0(0)
c1,14 c1,1(0)
c2,0 c2,0( q
3−1
2 , 0)
c2,1 c2,1( q
3−1
2 , 0)
c2,2 c2,2( q
3−1
2 , 0)
c2,3 c2,3( q
3−1
2 , 0)
c2,4 c2,4( q
3−1
2 , 0)
c3,0 c1,0( q
3−1
2 )
c3,1 c1,1( q
3−1
2 )
c3,2 c1,0( q
3−1
2 )
c3,3 c1,1( q
3−1
2 )
c3,4 c1,1( q
3−1
2 )
c4,0(i) c2,0((q2 + q + 1)i, 2i)
c4,1(i) c2,0((q2 + q + 1)i, 2i)
c5,0(i) c2,0(0, i)
c5,1(i) c2,0(0, i)
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Konjugiertenklasse von Q Konjugiertenklasse von LQ
c6,0(i) c1,0(− q
2+q
2 (q − 1)i)
c6,1(i) c1,1(− q
2+q
2 (q − 1)i)
c6,2(i) c1,0(− q
2+q
2 (q − 1)i)
c6,3(i) c1,1(− q
2+q
2 (q − 1)i)
c7,0(i) c1,0(i)
c7,1(i) c1,1(i)
c8,0(i) c2,0(i, i)
c8,1(i) c2,0(i, i)
c9,0(i, j) c2,0(i, j)
c10,0(i) c3,0((q3 − 1)i)
c10,1(i) c3,0((q3 − 1)i)
c11,0(i) c3,0(i)
Tabelle A.33: Fusionen der Konjugiertenklassen von Q in LQ
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A.34 Die Konjugiertenklassen von CP (D)
Die folgende Tabelle entha¨lt eine Auflistung der Konjugiertenklassen von CP (D) (zur
Definition von D vergleiche Abschnitt 3.7). Als Vertreter fu¨r die halbeinfachen Konjugier-
tenklassen von CP (D) haben wir die gleichen Vertreter wie fu¨r die halbeinfachen Konju-
giertenklassen der Boreluntergruppe B gewa¨hlt. Bezeichnung und Parametrisierung der
halbeinfachen Klassen von CP (D) ko¨nnen daher den Tabellen A.8 und A.9 entnommen
werden.
Name Repra¨sentant |CCP (D)|
c1,0 1 q3(q3 − 1)(q − 1)
c1,1 x3α+2β(1) q3(q3 − 1)
c1,2 x3α+β(1) q2(q3 − 1)
c1,3 xβ(1) q2(q3 − 1)
c1,4 xβ(1)x3α+β(1) q2(q2 + q + 1)
c2,0 h2 q(q3 − 1)(q − 1)
c2,1 h2x3α+2β(1) q(q3 − 1)
c3,0 h3 q(q3 − 1)(q − 1)
c3,1 h3x3α+β(1) q(q − 1)
c4,0 h4 q(q3 − 1)(q − 1)
c4,1 h4xβ(1) q(q3 − 1)
c5,0 h5 q
3(q3 − 1)(q − 1)
c5,1 h5x3α+2β(1) q3(q3 − 1)
c5,2 h5x3α+β(1) q2(q3 − 1)
c5,3 h5xβ(1) q2(q3 − 1)
c5,4 h5xβ(1)x3α+β(1) q2(q2 + q + 1)
c6,0 h6 (q3 − 1)(q − 1)
c7,0 h7 (q3 − 1)(q − 1)
c8,0 h8 (q3 − 1)(q − 1)
c9,0 h9 q(q3 − 1)(q − 1)
c9,1 h9xβ(1) q(q3 − 1)
c10,0 h10 q(q3 − 1)(q − 1)
c10,1 h10x3α+β(1) q(q3 − 1)
c11,0 h11 q(q3 − 1)(q − 1)
c11,1 h11x3α+2β(1) q(q3 − 1)
c12,0 h12 (q3 − 1)(q − 1)
Tabelle A.34: Liste der Konjugiertenklassen und Zentralisatorordnungen von CP (D)
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A.35 Die unipotenten Charaktere von 3D4(q), q ungerade
Die folgende Tabelle entha¨lt die Werte der unipotenten Charaktere von 3D4(q) fu¨r unge-
rades q. Man beachte, dass im Vergleich zur generischen Charaktertafel in CHEVIE die
dritte und vierte Zeile vertauscht sind.
c1,0 c1,1 c1,2 c1,3
1 1 1 1 1
[ε1] q5 − q3 + q −(q3 − q) q q2 + q
[ρ1] 12q
3(q3 + 1)2 12q
3(q3 + 1) 12q
3(q + 1) q3
[ρ2] 12q
3(q + 1)2(q4 − q2 + 1) −12q3(q3 − 2q − 1) 12q3(q + 1) 0
3D4[−1] 12q3(q3 − 1)2 −12q3(q3 − 1) −12q3(q − 1) 0
3D4[1] 12q
3(q − 1)2(q4 − q2 + 1) 12q3(q3 − 2q + 1) −12q3(q − 1) q3
[ε2] q11 − q9 + q7 q7 0 0
St q12 0 0 0
Fortsetzung
c1,4 c1,5 c1,6 c2,0 c2,1 c2,2
1 1 1 1 1 1 1
[ε1] −(q2 − q) q 0 q 0 q
[ρ1] 0 0 0 12(q
4 + q3 + q + 1) 12(q
3 + 1) 12(q + 1)
[ρ2] q3 0 0 12(q
4 + q3 + q + 1) 12(q
3 + 1) 12(q + 1)
3D4[−1] q3 0 0 −12(q4 − q3 − q + 1) 12(q3 − 1) 12(q − 1)
3D4[1] 0 0 0 −12(q4 − q3 − q + 1) 12(q3 − 1) 12(q − 1)
[ε2] 0 0 0 q3 q3 0
St 0 0 0 q4 0 0
Fortsetzung
c2,3 c2,4 c3,0(i) c3,1(i) c4,0(i) c4,1(i)
1 1 1 1 1 1 1
[ε1] 0 0 1 1 q2 + q − 1 q − 1
[ρ1] 12(q
2 + 1) −12(q2 − 1) q3 + 1 1 q3 + 1 1
[ρ2] −12(q2 − 1) 12(q2 + 1) q3 + 1 1 q2 + q q
3D4[−1] 12(q2 − 1) −12(q2 + 1) 0 0 0 0
3D4[1] −12(q2 + 1) 12(q2 − 1) 0 0 q3 − q2 − q + 1 −(q − 1)
[ε2] 0 0 q3 0 −(q3 − q2 − q) q
St 0 0 q3 0 q3 0
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Fortsetzung
c4,2(i) c5,0(i) c5,1(i) c6,0(i, j) c7,0(i) c7,1(i) c8,0(i)
1 1 1 1 1 1 1 1
[ε1] −1 q 0 1 −1 −1 −1
[ρ1] 1 q + 1 1 2 0 0 0
[ρ2] 0 q + 1 1 2 0 0 0
3D4[−1] 0 0 0 0 q3 − 1 −1 0
3D4[1] 1 0 0 0 q3 − 1 −1 0
[ε2] 0 1 1 1 q3 0 1
St 0 q 0 1 −q3 0 −1
Fortsetzung
c9,0(i) c9,1(i) c9,2(i) c10,0(i) c10,1(i) c11,0(i)
1 1 1 1 1 1 1
[ε1] −(q2 − q − 1) q + 1 1 q 0 1
[ρ1] 0 0 0 0 0 0
[ρ2] q3 + q2 − q − 1 −(q + 1) −1 0 0 0
3D4[−1] q3 − 1 −1 −1 q − 1 −1 0
3D4[1] −(q2 − q) q 0 q − 1 −1 0
[ε2] −(q3 + q2 − q) q 0 −1 −1 −1
St −q3 0 0 −q 0 −1
Fortsetzung
c12,0(i, j) c13,0(i, j) c14,0(i) c15,0(i, j)
1 1 1 1 1
[ε1] −2 2 0 −1
[ρ1] 2 0 −1 0
[ρ2] −1 −3 0 0
3D4[−1] 0 −2 1 −2
3D4[1] 3 1 0 −2
[ε2] −2 2 0 −1
St 1 1 1 1
Tabelle A.35: Werte der unipotenten Charaktere von 3D4(q), q ungerade
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A.36 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von LP
In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fu¨r die irreduziblen Charaktere von
LP angegeben.
Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
LP χ1(k) k = 0, . . . , q − 2 q − 1
LP χ2(k) k = 0, . . . , q − 2 q − 1
k = 0, . . . , q3 − 2
LP χ3(k, l) l = 0, . . . , q − 2 12 (q3 − 2)(q − 1)
k 6= 0
LP χ4(k) k = 0, . . . , q
4 − q3 + q − 2 1
2
q3(q − 1)
k 6= (q3 + 1)m, m = 0, . . . , q − 2
Tabelle A.36: Parameter fu¨r die irreduziblen Charaktere von LP
A.37 Charaktertafel von LP
Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel der Levi–Untergruppe LP . Zur Bezeichnung
der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.17. Zur Wahl der Parameter k und l
vergleiche man Tabelle A.36.
c1,0(i) c1,1(i) c2,0(i, j) c3,0(i)
LPχ1(k) ζ
2ik
1 ζ
2ik
1 ζ
jk
1 ζ
ik
1
LPχ2(k) q
3ζ2ik1 0 ζ
jk
1 −ζik1
LPχ3(k, l) (q
3 + 1)ζik+2il1 ζ
ik+2il
1 ζ
ik
3 ζ
jl
1 + ζ
−ik
3 ζ
(k+l)j
1 0
LPχ4(k) (q
3 − 1)ζik1 −ζik1 0 −ηik3 − ηq
3ik
3
Tabelle A.37: Charaktertafel von LP
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A.38 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von LQ
In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fu¨r die irreduziblen Charaktere von
LQ angegeben.
Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
LQχ1
(k) k = 0, . . . , q3 − 2 q3 − 1
LQχ2
(k) k = 0, . . . , q3 − 2 q3 − 1
k = 0, . . . , q3 − 2
LQχ3
(k, l) l = 0, . . . , q − 2 (q3−1)(q−2)
2
l 6= 0
LQχ4
(k) k = 0, . . . , q4 + q3 − q − 2 q(q3−1)
2
k 6= (q + 1)m, m = 0, . . . , q3 − 2
Tabelle A.38: Parameter fu¨r die irreduziblen Charaktere von LQ
A.39 Charaktertafel von LQ
Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel der Levi–Untergruppe LQ. Zur Bezeichnung
der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.22. Zur Wahl der Parameter k und l
vergleiche man Tabelle A.38.
c1,0(i) c1,1(i) c2,0(i, j) c3,0(i)
LQχ1(k) ζ
2ik
3 ζ
2ik
3 ζ
ik
3 ζ
(q2−q+1)ik
3
LQχ2(k) qζ
2ik
3 0 ζ
ik
3 −ζ(q
2−q+1)ik
3
LQχ3(k, l) (q + 1)ζ
2ik
3 ζ
il
1 ζ
2ik
3 ζ
il
1 ζ
ik
3 ζ
jl
1 + ζ
ik
3 ζ
(i−j)l
1 0
LQχ4(k) (q − 1)ζik3 −ζik3 0 −µik3 − µ
q3ik
3
Tabelle A.39: Charaktertafel von LQ
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A.40 Parametrisierung einiger Charaktere von B
In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fu¨r die in Abschnitt 4.5 berechneten
Charaktere der Boreluntergruppe B = BF angegeben.
Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
Bχ1(k) k = 0, . . . , q
3 − 2 q3 − 1
Bχ2 1
Bχ3(k) k = 0, . . . , q − 2 q − 1
Bχ4 1
Bχ5(k) k = 0, . . . , q
2 + q q2 + q + 1
Bχ6(k) k = 0, . . . , q
3 − 2 q3 − 1
Tabelle A.40: Parameter fu¨r Charaktere von B
A.41 Charaktere von B
Die folgende Tabelle entha¨lt die Werte der in Abschnitt 4.5 berechneten Charaktere der
Boreluntergruppe B = BF . Zur Bezeichnung der Konjugiertenklassen vergleiche man Ta-
belle A.11. Zur Wahl der Parameter k vergleiche man Tabelle A.40.
c1,0 c1,1 c1,2
Bχ1(k) q − 1 q − 1 q − 1
Bχ2 (q − 1)2(q2 + q + 1) (q − 1)2(q2 + q + 1) (q − 1)2(q2 + q + 1)
Bχ3(k) q(q
3 − 1) q(q3 − 1) q(q3 − 1)
Bχ4 q
3(q − 1)(q3 − 1) q3(q − 1)(q3 − 1) q3(q − 1)(q3 − 1)
Bχ5(k) q
3(q − 1)2 q3(q − 1)2 −q3(q − 1)
Bχ6(k) q
4(q − 1) −q4 0
Fortsetzung
c1,3 c1,4 c1,5
Bχ1(k) −1 q − 1 q − 1
Bχ2 −(q − 1)(q2 + q + 1) (q − 1)2(q2 + q + 1) (q − 1)2(q2 + q + 1)
Bχ3(k) 0 q(q
3 − 1) −q
Bχ4 0 q
3(q − 1)(q3 − 1) −q3(q − 1)
Bχ5(k) q(q − 1)(q + 1) 0 0
Bχ6(k) 0 0 0
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Fortsetzung
c1,6 c1,7 c1,8
Bχ1(k) −1 q − 1 −1
Bχ2 −(q − 1)(q2 + q + 1) −(q − 1) −(q − 1)(q2 + q + 1)
Bχ3(k) 0 q(q
2 − 1) 0
Bχ4 0 0 0
Bχ5(k) −q 0 −q(q + 1)
Bχ6(k) 0 0 0
Fortsetzung
c1,9 c1,10 c1,11
Bχ1(k) −1 q − 1 q − 1
Bχ2 −(q − 1)(q2 + q + 1) (q − 1)2(q2 + q + 1) −(q − 1)
Bχ3(k) 0 −q q(q2 − 1)
Bχ4 0 −q3(q − 1) 0
Bχ5(k) −q(q + 1) q2(q − 1) 0
Bχ6(k) 0 0 q
2
Fortsetzung
c1,12 c1,13 c1,14
Bχ1(k) −1 −1 q − 1
Bχ2 −(q − 1)(q2 + q + 1) −(q − 1)(q2 + q + 1) (q − 1)2(q2 + q + 1)
Bχ3(k) 0 0 −q
Bχ4 0 0 −q3(q − 1)
Bχ5(k) −q(q + 1) q(q − 1) −q2(q − 1)
Bχ6(k) 0 0 0
Fortsetzung
c1,15 c1,16 c1,17 c1,18 c2,0
Bχ1(k) q − 1 −1 q − 1 −1 0
Bχ2 −(q − 1) −(q − 1)(q2 + q + 1) −(q − 1) 1 0
Bχ3(k) q(q
2 − 1) 0 −q 0 0
Bχ4 0 0 0 0 0
Bχ5(k) 0 q(q − 1) 0 0 0
Bχ6(k) −q2 0 0 0 (−1)k(q − 1)
Fortsetzung
c2,1 c2,2 c2,3 c2,4 c3,0 c3,1
Bχ1(k) 0 0 0 0 0 0
Bχ2 0 0 0 0 0 0
Bχ3(k) 0 0 0 0 (−1)k(q3 − 1) −(−1)k
Bχ4 0 0 0 0 0 0
Bχ5(k) 0 0 0 0 0 0
Bχ6(k) −(−1)k (−1)k(q − 1) −(−1)k −(−1)k 0 0
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Fortsetzung
c3,2 c3,3 c3,4 c4,0 c4,1 c4,2
Bχ1(k) 0 0 0 (−1)k(q − 1) −(−1)k (−1)k(q − 1)
Bχ2 0 0 0 0 0 0
Bχ3(k) (−1)k(q3 − 1) −(−1)k −(−1)k 0 0 0
Bχ4 0 0 0 0 0 0
Bχ5(k) 0 0 0 0 0 0
Bχ6(k) 0 0 0 0 0 0
Fortsetzung
c4,3 c4,4 c5,0(i) c5,1(i) c5,2(i)
Bχ1(k) −(−1)k −(−1)k ϕ
− 12 (q2+q)ik
3 (q − 1) −ϕ
− 12 (q2+q)ik
3 ϕ
− 12 (q2+q)ik
3 (q − 1)
Bχ2 0 0 0 0 0
Bχ3(k) 0 0 0 0 0
Bχ4 0 0 0 0 0
Bχ5(k) 0 0 (q − 1)2ϕik3 −(q − 1)ϕik3 −(q − 1)ϕik3
Bχ6(k) 0 0 q(q − 1)ϕik3 0 0
Fortsetzung
c5,3(i) c5,4(i) c6,0(i) c6,1(i) c7,0(i) c7,1(i)
Bχ1(k) ϕ
− 12 (q2+q)ik
3 (q − 1) −ϕ
− 12 (q2+q)ik
3 0 0 0 0
Bχ2 0 0 0 0 0 0
Bχ3(k) 0 0 0 0 ζ
ik
1 (q
3 − 1) −ζik1
Bχ4 0 0 0 0 0 0
Bχ5(k) (q − 1)2ϕik3 ϕik3 0 0 0 0
Bχ6(k) −qϕik3 0 0 0 0 0
Fortsetzung
c8,0(i) c8,1(i) c9,0(i) c9,1(i) c10,0(i) c10,1(i) c11,0(i) c11,1(i) c12,0(i, j)
Bχ1(k) 0 0 ζ
ik
3 (q − 1) −ζik3 0 0 0 0 0
Bχ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Bχ3(k) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Bχ4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Bχ5(k) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Bχ6(k) 0 0 0 0 0 0 ζ
ik
3 (q − 1) −ζik3 0
Tabelle A.41: Charaktere von B
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A.42 Konjugiertenklassen von UP
In der folgenden Tabelle sind die Konjugiertenklassen des unipotenten Radikals UP auf-
gelistet. Zur Wahl der Parameter vergleiche man Abschnitt 4.6.
Name Repra¨sentant Anzahl |CUP |
u1(d) x3α+2β(d) q |UP | = q9
d ∈ Fq
xβ(d1)xα+β(d2)x2α+β(d3)x3α+β(d4)
u2(d1, d2, d3, d4) (d1, d2, d3, d4) ∈ Fq × Fq3 × Fq3 × Fq q8 − 1 q8
(d1, d2, d3, d4) 6= (0, 0, 0, 0)
Tabelle A.42: Konjugiertenklassen von UP
A.43 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von UP
In der folgenden Tabelle sind Parameter fu¨r die irreduziblen Charaktere von UP aufgefu¨hrt.
Unter Irr(Fq) bzw. Irr(Fq3) verstehen wir die irreduziblen Charaktere der additiven Gruppe
von Fq bzw. Fq3 . Man vergleiche auch Abschnitt 4.6.
Name Parameter Charaktergrad Anzahl
χφ1,φ2,φ3,φ4 (φ1, φ2, φ3, φ4) 1 q
8
∈ Irr(Fq)× Irr(Fq3)× Irr(Fq3)× Irr(Fq)
χφ φ ∈ Irr(Fq), φ 6= 1 q4 q − 1
Tabelle A.43: Parameter fu¨r die irreduziblen Charaktere von UP
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A.44 Charaktertafel von UP
Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel des unipotenten Radikals UP . Zur Bezeichnung
der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.42. Zur Wahl der Parameter φ1, . . . , φ4
und φ vergleiche man Tabelle A.43.
u1(d) u2(d1, d2, d3, d4)
χφ1,φ2,φ3,φ4 1 φ1(d1)φ2(d2)φ3(d3)φ4(d4)
χφ q
4φ(d) 0
Tabelle A.44: Charaktertafel von UP
A.45 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von P
In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fu¨r die irreduziblen Charaktere von P
angegeben.
Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
χ1(k) k = 0, . . . , q − 2 q − 1
χ2(k) k = 0, . . . , q − 2 q − 1
k = 0, . . . , q3 − 2
χ3(k, l) l = 0, . . . , q − 2 12 (q3 − 2)(q − 1)
k 6= 0
χ4(k) k = 0, . . . , q4 − q3 + q − 2 12 q3(q − 1)
k 6= (q3 + 1)m, m = 0, . . . , q − 2
χ5(k) k = 0, . . . , q3 − 2 q3 − 1
χ6 1
χ7(k) k = 0, . . . , q − 2 q − 1
χ8 1
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Fortsetzung
Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
χ9 1
χ10 1
χ11(k) k = 0, . . . , q2 + q
1
2
(q2 + q)
k 6= 0
χ12 1
χ13 1
χ14(k) k = 0, . . . , q2 − q 12 (q2 − q)
k 6= 0
χ15 1
χ16 1
χ17 1
χ18 1
χ19 1
χ20 1
χ21(k) k = 0, . . . , q3 − 2 12 (q3 − 3)
k 6= 0, q3−1
2
χ22(k) k = 0, . . . , q3
1
2
(q3 − 1)
k 6= 0, q3+1
2
Tabelle A.45: Parameter fu¨r die irreduziblen Charaktere von P
A.46 Charaktertafel von P
Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel der maximalen parabolischen Untergruppe P .
Zur Bezeichnung der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.25. Zur Wahl der
Parameter k, l vergleiche man Tabelle A.45. Die Charaktertafel von P ha¨ngt von einem
Parameter δ ab, der die Kongruenzklasse von q modulo 4 angibt. Der Parameter δ nimmt
die Werte δ = 1 oder δ = −1 an. Man beachte, dass der Charakter χ8 kein irreduzibler
Charakter, sondern die Summe von q + 1 verschiedenen irreduziblen Charakteren von P
vom Grad q(q − 1)2(q2 + q + 1)(q3 + 1) ist.
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Tabelle A.46: Charaktertafel von P
c1,0
χ1(k) 1
χ2(k) q3
χ3(k, l) q3 + 1
χ4(k) q3 − 1
χ5(k) (q − 1)(q3 + 1)
χ6 (q − 1)2(q2 + q + 1)(q3 + 1)
χ7(k) q(q3 − 1)(q3 + 1)
χ8 q(q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1)(q3 + 1)
χ9
1
2q
3(q − 1)2(q3 + 1)
χ10
1
2q
3(q − 1)2(q3 + 1)
χ11(k) q3(q − 1)2(q3 + 1)
χ12
1
2q
3(q2 − 1)(q3 − 1)
χ13
1
2q
3(q2 − 1)(q3 − 1)
χ14(k) q3(q2 − 1)(q3 − 1)
χ15 q
4(q − 1)
χ16 q
7(q − 1)
χ17
1
2q
4(q − 1)(q3 + 1)
χ18
1
2q
4(q − 1)(q3 + 1)
χ19
1
2q
4(q − 1)(q3 − 1)
χ20
1
2q
4(q − 1)(q3 − 1)
χ21(k) q4(q − 1)(q3 + 1)
χ22(k) q4(q − 1)(q3 − 1)
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Fortsetzung
c1,1 c1,2
χ1(k) 1 1
χ2(k) q3 q3
χ3(k, l) q3 + 1 q3 + 1
χ4(k) q3 − 1 q3 − 1
χ5(k) (q − 1)(q3 + 1) −(q3 − q + 1)
χ6 (q − 1)2(q2 + q + 1)(q3 + 1) −(q − 1)(q2 + q + 1)(q3 − q + 1)
χ7(k) q(q3 − 1)(q3 + 1) q(q − 1)(q2 + q + 1)
χ8 q(q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1)(q3 + 1) q(q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1)
χ9
1
2q
3(q − 1)2(q3 + 1) 12q3(q3 − 2q + 1)
χ10
1
2q
3(q − 1)2(q3 + 1) 12q3(q3 − 2q + 1)
χ11(k) q3(q − 1)2(q3 + 1) q3(q3 − 2q + 1)
χ12
1
2q
3(q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1) − 12 (q6 − q3)
χ13
1
2q
3(q2 − 1)(q3 − 1) − 12q3(q3 − 1)
χ14(k) q3(q2 − 1)(q3 − 1) −q3(q3 − 1)
χ15 −q4 0
χ16 −q7 0
χ17 − 12 (q7 + q4) 0
χ18 − 12 (q7 + q4) 0
χ19 − 12 (q7 − q4) 0
χ20 − 12 (q7 − q4) 0
χ21(k) −q4(q3 + 1) 0
χ22(k) −q4(q − 1)(q2 + q + 1) 0
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Fortsetzung
c1,3 c1,4
χ1(k) 1 1
χ2(k) q3 0
χ3(k, l) q3 + 1 1
χ4(k) q3 − 1 −1
χ5(k) q − 1 q − 1
χ6 (q − 1)2(q2 + q + 1) −(q − 1)
χ7(k) q(q3 − q2 − 1) q(q − 1)(q + 1)
χ8 q(q + 1)(q4 − 2q3 + q2 − q + 1) −q(q − 1)(q + 1)
χ9 − 12q3(q − 1) 0
χ10 − 12q3(q − 1) 0
χ11(k) −q3(q − 1) 0
χ12 − 12 (q4 − q3) 0
χ13 − 12q3(q − 1) 0
χ14(k) −q3(q − 1) 0
χ15 0 0
χ16 0 0
χ17 0 − 12 (q4 − q3)
χ18 0 12 (q
4 − q3)
χ19 0 − 12 (q4 − q3)
χ20 0 12 (q
4 − q3)
χ21(k) 0 0
χ22(k) 0 0
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Fortsetzung
c1,5 c1,6
χ1(k) 1 1
χ2(k) q3 0
χ3(k, l) q3 + 1 1
χ4(k) q3 − 1 −1
χ5(k) q2 + q − 1 q − 1
χ6 (q − 1)(q2 + q + 1)(q2 + q − 1) −(q − 1)
χ7(k) −q(q2 + q + 1) q(q − 1)(q + 1)
χ8 −q(q − 1)(q + 1)(q2 + q + 1) −q(q − 1)(q + 1)
χ9 q
3 0
χ10 q
3 0
χ11(k) 2q3 0
χ12 0 0
χ13 0 0
χ14(k) 0 0
χ15 0 q2
χ16 0 0
χ17 0 12 (q
3 + q2)
χ18 0 − 12 (q3 − q2)
χ19 0 12 (q
3 − q2)
χ20 0 − 12 (q3 + q2)
χ21(k) 0 q2
χ22(k) 0 −q2
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Fortsetzung
c1,7 c1,8 c1,9(a′) c1,10
χ1(k) 1 1 1 1
χ2(k) q3 0 0 0
χ3(k, l) q3 + 1 1 1 1
χ4(k) q3 − 1 −1 −1 −1
χ5(k) −(q2 − q + 1) q − 1 q − 1 −1
χ6 −(q − 1)(q2 + q + 1)(q2 − q + 1) −(q − 1) −(q − 1) 1
χ7(k) −q(q2 − q + 1) q(q − 1)(q + 1) −q 0
χ8 −q(q − 1)(q3 + 1) −q(q − 1)(q + 1) q 0
χ9 0 0 0 0
χ10 0 0 0 0
χ11(k) 0 0 0 0
χ12 q
3 0 0 0
χ13 q
3 0 0 0
χ14(k) 2q3 0 0 0
χ15 0 −q2 0 0
χ16 0 0 0 0
χ17 0 12 (q
3 − q2) 0 0
χ18 0 − 12 (q3 + q2) 0 0
χ19 0 12 (q
3 + q2) 0 0
χ20 0 − 12 (q3 − q2) 0 0
χ21(k) 0 −q2 0 0
χ22(k) 0 q2 0 0
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Fortsetzung
c2,0 c2,1 c2,2 c2,3
χ1(k) 1 1 1 1
χ2(k) q3 q3 0 0
χ3(k, l) (q3 + 1)(−1)k (q3 + 1)(−1)k (−1)k (−1)k
χ4(k) (q3 − 1)(−1)k (q3 − 1)(−1)k −(−1)k −(−1)k
χ5(k) 0 0 0 0
χ6 0 0 0 0
χ7(k) 0 0 0 0
χ8 0 0 0 0
χ9 0 0 0 0
χ10 0 0 0 0
χ11(k) 0 0 0 0
χ12 0 0 0 0
χ13 0 0 0 0
χ14(k) 0 0 0 0
χ15 q − 1 −1 q − 1 −1
χ16 q
3(q − 1) −q3 0 0
χ17
1
2q
4δ − 12q3δ + 12qδ − 12δ − 12q3δ − 12δ 12qδ − 12δ − 12δ − 12q2
χ18 ( 12 (q
4 − q3 + q − 1))δ (− 12 (q3 + 1))δ ( 12 (q − 1))δ − 12δ + 12q2
χ19 (− 12 (q4 − q3 − q + 1))δ ( 12 (q3 − 1))δ ( 12 (q − 1))δ − 12δ + 12q2
χ20 (− 12 (q4 − q3 − q + 1))δ ( 12 (q3 − 1))δ ( 12 (q − 1))δ − 12δ − 12q2
χ21(k) (q − 1)(−1)k(q3 + 1) −(q3 + 1)(−1)k (−1)k(q − 1) −(−1)k
χ22(k) (q3 − 1)(q − 1)(−1)k −(q3 − 1)(−1)k −(−1)k(q − 1) (−1)k
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Fortsetzung
c2,4 c3,0 c3,1
χ1(k) 1 (−1)k (−1)k
χ2(k) 0 (−1)k (−1)k
χ3(k, l) (−1)k (−1)k+l + (−1)l (−1)k+l + (−1)l
χ4(k) −(−1)k 0 0
χ5(k) 0 (−1)k(q − 1) (−1)k(q − 1)
χ6 0 0 0
χ7(k) 0 (q − 1)(q2 + q + 1)(−1)k −(−1)k
χ8 0 0 0
χ9 0 12 (q − 1)(q3 − 1) − 12 (q − 1)
χ10 0 − 12 (q − 1)(q3 − 1) 12 (q − 1)
χ11(k) 0 0 0
χ12 0 12 (q − 1)(q3 − 1) − 12 (q − 1)
χ13 0 − 12 (q − 1)(q3 − 1) 12 (q − 1)
χ14(k) 0 0 0
χ15 −1 0 0
χ16 0 0 0
χ17 − 12δ + 12q2 0 0
χ18 − 12δ − 12q2 0 0
χ19 − 12δ − 12q2 0 0
χ20 − 12δ + 12q2 0 0
χ21(k) −(−1)k 0 0
χ22(k) (−1)k 0 0
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Fortsetzung
c3,2 c3,3 c3,4
χ1(k) (−1)k (−1)k (−1)k
χ2(k) (−1)k (−1)k (−1)k
χ3(k, l) (−1)k+l + (−1)l (−1)k+l + (−1)l (−1)k+l + (−1)l
χ4(k) 0 0 0
χ5(k) −(−1)k −(−1)k −(−1)k
χ6 0 0 0
χ7(k) (q − 1)(q2 + q + 1)(−1)k −(−1)k −(−1)k
χ8 0 0 0
χ9 − 12 (q3 − 1) 12 (q2 + 1) − 12 (q2 − 1)
χ10
1
2 (q
3 − 1) − 12 (q2 + 1) 12 (q2 − 1)
χ11(k) 0 0 0
χ12 − 12 (q3 − 1) − 12 (q2 − 1) 12 (q2 + 1)
χ13
1
2 (q
3 − 1) 12 (q2 − 1) − 12 (q2 + 1)
χ14(k) 0 0 0
χ15 0 0 0
χ16 0 0 0
χ17 0 0 0
χ18 0 0 0
χ19 0 0 0
χ20 0 0 0
χ21(k) 0 0 0
χ22(k) 0 0 0
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Fortsetzung
c4,0(i) c4,1(i) c5,0(i) c5,1(i)
χ1(k) ζ2ik1 ζ
2ik
1 ζ
ik
1 ζ
ik
1
χ2(k) q3ζ2ik1 0 ζ
ik
1 ζ
ik
1
χ3(k, l) (q3 + 1)ζik+2il1 ζ
ik+2il
1 ζ
ik+il
1 + ζ
il
1 ζ
ik+il
1 + ζ
il
1
χ4(k) (q3 − 1)ζik1 −ζik1 0 0
χ5(k) 0 0 0 0
χ6 0 0 0 0
χ7(k) 0 0 (q − 1)(q2 + q + 1)ζik1 −ζik1
χ8 0 0 0 0
χ9 0 0 0 0
χ10 0 0 0 0
χ11(k) 0 0 0 0
χ12 0 0 0 0
χ13 0 0 0 0
χ14(k) 0 0 0 0
χ15 0 0 0 0
χ16 0 0 0 0
χ17 0 0 0 0
χ18 0 0 0 0
χ19 0 0 0 0
χ20 0 0 0 0
χ21(k) 0 0 0 0
χ22(k) 0 0 0 0
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Fortsetzung
c6,0(i) c6,1(i) c6,2(i)
χ1(k) 1 1 1
χ2(k) 1 1 1
χ3(k, l) ϕik3 + ϕ
−ik
3 ϕ
ik
3 + ϕ
−ik
3 ϕ
ik
3 + ϕ
−ik
3
χ4(k) 0 0 0
χ5(k) (q − 1)(ϕik3 + ϕ−ik3 ) qϕik3 − ϕik3 − ϕ−ik3 qϕ−ik3 − ϕ−ik3 − ϕik3
χ6 0 0 0
χ7(k) 0 0 0
χ8 0 0 0
χ9 (q − 1)2 −(q − 1) −(q − 1)
χ10 (q − 1)2 −(q − 1) −(q − 1)
χ11(k) (q − 1)2(ϕik3 + ϕ−ik3 ) −(q − 1)(ϕik3 + ϕ−ik3 ) −(q − 1)(ϕik3 + ϕ−ik3 )
χ12 0 0 0
χ13 0 0 0
χ14(k) 0 0 0
χ15 q
2 − q 0 0
χ16 q(q − 1) 0 0
χ17 q
2 − q 0 0
χ18 q
2 − q 0 0
χ19 0 0 0
χ20 0 0 0
χ21(k) q(q − 1)(ϕik3 + ϕ−ik3 ) 0 0
χ22(k) 0 0 0
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Fortsetzung
c6,3(i) c6,4(i) c7,0(i)
χ1(k) 1 1 ζik1
χ2(k) 1 1 ζik1
χ3(k, l) ϕik3 + ϕ
−ik
3 ϕ
ik
3 + ϕ
−ik
3 ζ
ik
3 ζ
il
1 + ζ
(q+1)qik
3 ζ
il
1
χ4(k) 0 0 0
χ5(k) (q − 1)(ϕik3 + ϕ−ik3 ) −ϕik3 − ϕ−ik3 (q − 1)ζik3
χ6 0 0 0
χ7(k) 0 0 0
χ8 0 0 0
χ9 (q − 1)2 1 0
χ10 (q − 1)2 1 0
χ11(k) (q − 1)2(ϕik3 + ϕ−ik3 ) ϕik3 + ϕ−ik3 0
χ12 0 0 0
χ13 0 0 0
χ14(k) 0 0 0
χ15 −q 0 0
χ16 −q 0 0
χ17 −q 0 0
χ18 −q 0 0
χ19 0 0 0
χ20 0 0 0
χ21(k) −q(ϕik3 + ϕ−ik3 ) 0 0
χ22(k) 0 0 0
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Fortsetzung
c7,1(i) c8,0(i) c8,1(i)
χ1(k) ζik1 1 1
χ2(k) ζik1 1 1
χ3(k, l) ζik3 ζ
il
1 + ζ
(q+1)qik
3 ζ
il
1 ζ
ik
3 + ζ
−ik
3 ζ
ik
3 + ζ
−ik
3
χ4(k) 0 0 0
χ5(k) −ζik3 0 0
χ6 0 0 0
χ7(k) 0 0 0
χ8 0 0 0
χ9 0 0 0
χ10 0 0 0
χ11(k) 0 0 0
χ12 0 0 0
χ13 0 0 0
χ14(k) 0 0 0
χ15 0 q − 1 −1
χ16 0 q − 1 −1
χ17 0 q(−1)i − (−1)i −(−1)i
χ18 0 q(−1)i − (−1)i −(−1)i
χ19 0 0 0
χ20 0 0 0
χ21(k) 0 (q − 1)(ζik3 + ζ−ik3 ) −ζik3 − ζ−ik3
χ22(k) 0 0 0
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Fortsetzung
c9,0(i, j) c10,0(i) c10,1(i)
χ1(k) ζ
jk
1 1 1
χ2(k) ζ
jk
1 −1 −1
χ3(k, l) ζik3 ζ
jl
1 + ζ
−ik
3 ζ
(k+l)j
1 0 0
χ4(k) 0 −ϕik6 − ϕ−ik6 −ϕik6 − ϕ−ik6
χ5(k) 0 0 0
χ6 0 0 0
χ7(k) 0 0 0
χ8 0 0 0
χ9 0 0 0
χ10 0 0 0
χ11(k) 0 0 0
χ12 0 q2 − 1 q2 − 1
χ13 0 q2 − 1 q2 − 1
χ14(k) 0 (q2 − 1)(ϕik6 + ϕ−ik6 ) (q2 − 1)(ϕik6 + ϕ−ik6 )
χ15 0 −(q2 − q) q
χ16 0 q(q − 1) −q
χ17 0 0 0
χ18 0 0 0
χ19 0 q2 − q −q
χ20 0 q2 − q −q
χ21(k) 0 0 0
χ22(k) 0 (q2 − q)(ϕik6 + ϕ−ik6 ) −q(ϕik6 + ϕ−ik6 )
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Fortsetzung
c10,2(i) c11,0(i) c11,1(i) c12,0(i)
χ1(k) 1 1 1 ζik1
χ2(k) −1 −1 −1 −ζik1
χ3(k, l) 0 0 0 0
χ4(k) −ϕik6 − ϕ−ik6 −ξ−ik3 − ξik3 −ξ−ik3 − ξik3 −ηq
3ik
3 − ηik3
χ5(k) 0 0 0 0
χ6 0 0 0 0
χ7(k) 0 0 0 0
χ8 0 0 0 0
χ9 0 0 0 0
χ10 0 0 0 0
χ11(k) 0 0 0 0
χ12 −1 0 0 0
χ13 −1 0 0 0
χ14(k) −ϕik6 − ϕ−ik6 0 0 0
χ15 0 q − 1 −1 0
χ16 0 −(q − 1) 1 0
χ17 0 0 0 0
χ18 0 0 0 0
χ19 0 −q(−1)i + (−1)i (−1)i 0
χ20 0 −q(−1)i + (−1)i (−1)i 0
χ21(k) 0 0 0 0
χ22(k) 0 −(q − 1)(ξik3 + ξ−ik3 ) ξik3 + ξ−ik3 0
ζ1 := exp(2pi
√−1
q−1 )
ϕ3 := exp( 2pi
√−1
q2+q+1
)
ϕ6 := exp( 2pi
√−1
q2−q+1)
ζ3 := exp(2pi
√−1
q3−1 )
ξ3 := exp(2pi
√−1
q3+1
)
η3 := exp( 2pi
√−1
(q−1)(q3+1))
Tabelle A.46: Charaktertafel von P
240 Tabellen
A.47 Tabelle zu den Einschra¨nkungen der irreduziblen Cha-
raktere von P auf UP
Sind ψ0, . . . , ψ5 ∈ Irr(UP ) wie in Satz 4.8.1 gewa¨hlt und ist e := (χ↓UP , ψi) 6= 0 fu¨r ein
χ ∈ Irr(P ) und ein i ∈ {0, . . . , 5}, so gilt nach Satz 4.1.3:
χ↓UP= e
m∑
j=1
ψ
tj
i ,
wobei {t1 = 1, t2, . . . , tm} eine Transversale fu¨r die Rechtsnebenklassen der Tra¨gheitsgrup-
pe Ii in P sei. Die folgende Tabelle entha¨lt fu¨r jeden irreduziblen Charakter χ von P das
eindeutig bestimmte i ∈ {0, . . . , 5} mit (χ↓UP , ψi) 6= 0.
χ1(k) χ2(k) χ3(k, l) χ4(k) χ5(k) χ6 χ7(k) χ8 χ9 χ10 χ11(k)
i 0 0 0 0 1 1 2 2 3 3 3
Fortsetzung
χ12 χ13 χ14(k) χ15 χ16 χ17 χ18 χ19 χ20 χ21(k) χ22(k)
i 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5
Tabelle A.47: Tabelle der i ∈ {0, . . . , 5} mit (χ↓UP , ψi) 6= 0
A.48 Einschra¨nkung der unipotenten Charaktere auf P
In der folgenden Tabelle sind fu¨r jeden unipotenten Charakter ψ von G die Koeffizienten
cχ = (ψ↓P , χ)P in der Zerlegung
ψ↓P=
∑
χ∈Irr(P )
cχχ
aufgefu¨hrt. Fehlende Eintra¨ge bedeuten Nullen. Ist in der folgenden Tabelle ein irreduzibler
Charakter von P nicht aufgefu¨hrt (wie z.B. χ5(1)), so sind die Skalarprodukte dieses
Charakters mit den Einschra¨nkungen der unipotenten Charaktere von G auf P alle gleich
Null.
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Charakter χ von P Parameter (1P , χ)P ([ε1]P , χ)P ([ρ1]P , χ)P
χ1(0) 1 1 1
χ2(0) 1
χ5(0) 1 1
χ6
χ7(0) 1
χ7(k) k = 1, . . . , q − 2
χ8
χ9 1
χ10
χ11(k) k = 1, . . . , q2 + q
χ12
χ13
χ14(k) k = 1, . . . , q2 − q
χ15 1 1
χ16 1
χ17
χ18 1
χ19
χ20
χ21(k) k = 0, . . . , q3 − 2,
q2 + q + 1 6 |k
χ21((q2 + q + 1)k) k = 0, . . . , q − 2, 1
k 6= 0, 12 (q − 1)
χ22(k) k = 0, . . . , q3,
q2 − q + 1 6 |k
χ22((q2 − q + 1)k) k = 0, . . . , q,
k 6= 0, 12 (q + 1)
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Fortsetzung
Charakter χ von P Parameter ([ρ2]P , χ)P (3D4[−1]P , χ)P (3D4[1]P , χ)P
χ1(0) 1
χ2(0) 1
χ5(0) 1
χ6
χ7(0) 1
χ7(k) k = 1, . . . , q − 2
χ8
χ9
χ10 1
χ11(k) k = 1, . . . , q2 + q
χ12 1
χ13 1
χ14(k) k = 1, . . . , q2 − q
χ15 1
χ16 1
χ17 1
χ18
χ19 1
χ20 1
χ21(k) k = 0, . . . , q3 − 2,
q2 + q + 1 6 |k
χ21((q2 + q + 1)k) k = 0, . . . , q − 2, 1
k 6= 0, 12 (q − 1)
χ22(k) k = 0, . . . , q3,
q2 − q + 1 6 |k
χ22((q2 − q + 1)k) k = 0, . . . , q, 1 1
k 6= 0, 12 (q + 1)
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Fortsetzung
Charakter χ von P Parameter ([ε2]P , χ)P (StP , χ)P
χ1(0)
χ2(0) 1 1
χ5(0) 1
χ6 1
χ7(0) 1 2
χ7(k) k = 1, . . . , q − 2 1
χ8 q + 1 q(q + 1)
χ9
1
2 (q + 1)
χ10
1
2 (q − 1)
χ11(k) k = 1, . . . , q2 + q 1 q − 1
χ12
1
2 (q + 1)
χ13
1
2 (q − 1)
χ14(k) k = 1, . . . , q2 − q 1 q + 1
χ15 1
χ16 q + 1
χ17
1
2 (q + 1)
χ18
1
2 (q + 1)
χ19
1
2 (q − 1)
χ20
1
2 (q − 1)
χ21(k) k = 0, . . . , q3 − 2, 1 q
q2 + q + 1 6 |k
χ21((q2 + q + 1)k) k = 0, . . . , q − 2, q + 1
k 6= 0, 12 (q − 1)
χ22(k) k = 0, . . . , q3, 1 q
q2 − q + 1 6 |k
χ22((q2 − q + 1)k) k = 0, . . . , q, q − 1
k 6= 0, 12 (q + 1)
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A.49 Charaktere von CP (D)
Die folgende Tabelle entha¨lt die Werte der in Abschnitt 4.12 definierten Charaktere des
Zentralisators CP (D) (zur Definition von D siehe Abschnitt 3.7). Zur Bezeichnung der
Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.34.
c1,0 c1,1 c1,2 c1,3 c1,4 c2,0 c2,1 c3,0 c3,1 c4,0
CP (D)χ1 q(q − 1) −q 0 0 0 q − 1 −1 0 0 0
CP (D)χ2 q − 1 q − 1 q − 1 −1 −1 0 0 0 0 q − 1
1TX3α+β↑CP (D) q2 0 q 0 0 q 0 1 1 q
Fortsetzung
c4,1 c5,0(i) c5,1(i) c5,2(i) c5,3(i) c5,4(i) c6,0(i) c7,0(i)
CP (D)χ1 0 q(q − 1) −q 0 0 0 0 0
CP (D)χ2 −1 q − 1 q − 1 q − 1 −1 −1 0 0
1TX3α+β↑CP (D) 0 q2 0 q 0 0 1 1
Fortsetzung
c8,0(i) c9,0(i) c9,1(i) c10,0(i) c10,1(i) c11,0(i) c11,1(i) c12,0(i, j)
CP (D)χ1 0 0 0 0 0 q − 1 −1 0
CP (D)χ2 0 q − 1 −1 0 0 0 0 0
1TX3α+β↑CP (D) 1 q 0 1 1 q 0 1
Tabelle A.49: Charaktere von CP (D)
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A.50 Konjugiertenklassen von UQ
In der folgenden Tabelle sind die Konjugiertenklassen der Faktorgruppe UQ des unipoten-
ten Radikals UQ aufgelistet.
Name Repra¨sentant Anzahl |CUQ |
u1(d) x2α+β(d) q3 |UQ| = q9
d ∈ Fq3
xα(d1)xα+β(d2)
u2(d1, d2) (d1, d2) ∈ Fq3 × Fq3 q6 − 1 q6
(d1, d2) 6= (0, 0)
Tabelle A.50: Konjugiertenklassen von UQ
A.51 Parametrisierung der irreduziblen Charaktere von UQ
In der folgenden Tabelle sind Parameter fu¨r die irreduziblen Charaktere von UQ aufgefu¨hrt.
Unter Irr(Fq3) verstehen wir die irreduziblen Charaktere der additiven Gruppe von Fq3 .
Name Parameter Charaktergrad Anzahl
χφ1,φ2 (φ1, φ2) 1 q
6
∈ Irr(Fq3)× Irr(Fq3)
χφ φ ∈ Irr(Fq3), φ 6= 1 q3 q3 − 1
Tabelle A.51: Parameter fu¨r die irreduziblen Charaktere von UQ
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A.52 Charaktertafel von UQ
Die folgende Tabelle ist die Charaktertafel der Faktorgruppe UQ des unipotenten Radi-
kals UQ. Zur Bezeichnung der Konjugiertenklassen vergleiche man Tabelle A.50. Zur Wahl
der Parameter φ1, φ2 und φ vergleiche man Tabelle A.51.
u1(d) u2(d1, d2)
χφ1,φ2 1 φ1(d1)φ2(d2)
χφ q
3φ(d) 0
Tabelle A.52: Charaktertafel von UQ
A.53 Parametrisierung irreduzibler Charaktere von Q
In der folgenden Tabelle sind die Parameterbereiche fu¨r die irreduziblen Charaktere von Q
angegeben, die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten.
Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
χ1(k) k = 0, . . . , q3 − 2 q3 − 1
χ2(k) k = 0, . . . , q3 − 2 q3 − 1
k = 0, . . . , q3 − 2
χ3(k, l) l = 0, . . . , q − 2 12 (q3 − 1)(q − 2)
l 6= 0
χ4(k) k = 0, . . . , q4 + q3 − q − 2 12 q(q3 − 1)
k 6= (q + 1)m, m = 0, . . . , q3 − 2
χ5(k) k = 0, . . . , q − 2 q − 1
χ6 1
χ7 1
χ8 1
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Fortsetzung
Name Parameterbereich Anzahl der
Charaktere
χ9 1
χ10 1
χ11 1
χ12 1
χ13 1
χ14(k) k = 0, . . . , q − 2 12 (q − 3)
k 6= 0, q−1
2
χ15(k) k = 0, . . . , q
1
2
(q − 1)
k 6= 0, q+1
2
Tabelle A.53: Parameter fu¨r irreduzible Charaktere von Q
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A.54 Irreduzible Charaktere von Q
Die folgende Tabelle entha¨lt die irreduziblen Charaktere der maximalen parabolischen Un-
tergruppe Q, die X3α+βX3α+2β im Kern enthalten. Zur Bezeichnung der Konjugiertenklas-
sen vergleiche man Tabelle A.31. Zur Wahl der Parameter k, l vergleiche man Tabelle A.53.
Die Charaktertafel von Q ha¨ngt von einem Parameter δ ab, der die Kongruenzklasse von
q modulo 4 angibt. Der Parameter δ nimmt die Werte δ = 1 oder δ = −1 an.
Tabelle A.54: Irreduzible Charaktere von Q
c1,0 c1,1
χ1(k) 1 1
χ2(k) q q
χ3(k, l) q + 1 q + 1
χ4(k) q − 1 q − 1
χ5(k) (q + 1)(q
3 − 1) (q − 1)(q + 1)(q2 + q + 1)
χ6 (q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1) (q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1)
χ7 q(q
2 − 1)(q3 − 1) q(q2 − 1)(q3 − 1)
χ8 q
6 − q3 q6 − q3
χ9 q
4(q3 − 1) q4(q3 − 1)
χ10
1
2
q3(q + 1)(q3 − 1) 1
2
q3(q + 1)(q3 − 1)
χ11
1
2
q3(q + 1)(q3 − 1) 1
2
q3(q + 1)(q3 − 1)
χ12
1
2
q3(q − 1)(q3 − 1) 1
2
q3(q − 1)(q3 − 1)
χ13
1
2
q3(q − 1)(q3 − 1) 1
2
q3(q − 1)(q3 − 1)
χ14(k) q
3(q + 1)(q3 − 1) q3(q − 1)(q + 1)(q2 + q + 1)
χ15(k) q
3(q − 1)2(q2 + q + 1) q3(q − 1)2(q2 + q + 1)
Tabellen 249
Fortsetzung
c1,2 c1,3 c1,4
χ1(k) 1 1 1
χ2(k) 0 q q
χ3(k, l) 1 q + 1 q + 1
χ4(k) −1 q − 1 q − 1
χ5(k) q
3 − 1 (q + 1)(q3 − 1) q3 − q − 1
χ6 −(q − 1)(q2 + q + 1) (q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1) (q − 1)(q3 − q − 1)
χ7 0 q(q
2 − 1)(q3 − 1) −q(q2 − 1)
χ8 0 −q3 0
χ9 0 −q4 0
χ10
1
2
q2(q3 − 1) − 1
2
q3(q + 1) 0
χ11 − 12q2(q3 − 1) − 12q3(q + 1) 0
χ12
1
2
q2(q3 − 1) − 1
2
q3(q − 1) 0
χ13 − 12q2(q3 − 1) − 12q3(q − 1) 0
χ14(k) 0 −q3(q + 1) 0
χ15(k) 0 −q3(q − 1) 0
Fortsetzung
c1,5 c1,6 c1,7
χ1(k) 1 1 1
χ2(k) 0 0 0
χ3(k, l) 1 1 1
χ4(k) −1 −1 −1
χ5(k) q
3 − 1 q3 − 1 q3 − 1
χ6 −(q − 1)(q2 + q + 1) −(q − 1)(q2 + q + 1) −(q − 1)(q2 + q + 1)
χ7 0 0 0
χ8 q
3 0 q3δ
χ9 0 0 0
χ10
1
2
(q3 − q2) 1
2
q2(q3 − 1) − 1
2
q2 + 1
2
q3δ
χ11
1
2
(q3 + q2) − 1
2
q2(q3 − 1) 1
2
q2 + 1
2
q3δ
χ12 − 12 (q3 + q2) 12q2(q3 − 1) − 12q2 − 12q3δ
χ13 − 12 (q3 − q2) − 12q2(q3 − 1) 12q2 − 12q3δ
χ14(k) q
3 0 q3δ
χ15(k) −q3 0 −q3δ
250 Tabellen
Fortsetzung
c1,8 c1,9(i, b) c1,10
χ1(k) 1 1 1
χ2(k) q 0 0
χ3(k, l) q + 1 1 1
χ4(k) q − 1 −1 −1
χ5(k) q
3 − q − 1 q3 − 1 q3 − 1
χ6 (q − 1)(q3 − q − 1) −(q − 1)(q2 + q + 1) −(q − 1)(q2 + q + 1)
χ7 −q(q2 − 1) 0 0
χ8 0 (−1)iq3 −q3δ
χ9 0 0 0
χ10 0 − 12q2 + 12 (−1)iq3 − 12q2 − 12q3δ
χ11 0
1
2
q2 + 1
2
(−1)iq3 1
2
q2 − 1
2
q3δ
χ12 0 − 12q2 − 12 (−1)iq3 − 12q2 + 12q3δ
χ13 0
1
2
q2 − 1
2
(−1)iq3 1
2
q2 + 1
2
q3δ
χ14(k) 0 (−1)iq3 −q3δ
χ15(k) 0 −(−1)iq3 q3δ
Fortsetzung
c1,11 c1,12(i, b) c1,13 c1,14
χ1(k) 1 1 1 1
χ2(k) q 0 q 0
χ3(k, l) q + 1 1 q + 1 1
χ4(k) q − 1 −1 q − 1 −1
χ5(k) q
3 − q − 1 q3 − 1 −(q + 1) −1
χ6 (q − 1)(q3 − q − 1) −(q − 1)(q2 + q + 1) −(q − 1)(q + 1) 1
χ7 −q(q2 − 1) 0 q 0
χ8 0 (−1)iq3 0 0
χ9 0 0 0 0
χ10 0 − 12q2 + 12 (−1)iq3 0 0
χ11 0
1
2
q2 + 1
2
(−1)iq3 0 0
χ12 0 − 12q2 − 12 (−1)iq3 0 0
χ13 0
1
2
q2 − 1
2
(−1)iq3 0 0
χ14(k) 0 (−1)iq3 0 0
χ15(k) 0 −(−1)iq3 0 0
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Fortsetzung
c2,0 c2,1 c2,2
χ1(k) (−1)k (−1)k (−1)k
χ2(k) (−1)k (−1)k (−1)k
χ3(k, l) (−1)l+k + (−1)k (−1)l+k + (−1)k (−1)l+k + (−1)k
χ4(k) 0 0 0
χ5(k) (q − 1)(q2 + q + 1)(−1)k (q − 1)(q2 + q + 1)(−1)k −(−1)k
χ6 0 0 0
χ7 0 0 0
χ8 0 0 0
χ9 0 0 0
χ10 0 0 0
χ11 0 0 0
χ12 0 0 0
χ13 0 0 0
χ14(k) 0 0 0
χ15(k) 0 0 0
Fortsetzung
c2,3 c2,4 c3,0
χ1(k) (−1)k (−1)k 1
χ2(k) (−1)k (−1)k q
χ3(k, l) (−1)l+k + (−1)k (−1)l+k + (−1)k (q + 1)(−1)l
χ4(k) 0 0 (q − 1)(−1)k
χ5(k) −(−1)k −(−1)k 0
χ6 0 0 0
χ7 0 0 0
χ8 0 0 (q
3 − 1)δ
χ9 0 0 (q
3 − 1)qδ
χ10 0 0
1
2
(q + 1)(q3 − 1)
χ11 0 0
1
2
(q + 1)(q3 − 1)
χ12 0 0 − 12 (q − 1)(q3 − 1)
χ13 0 0 − 12 (q − 1)(q3 − 1)
χ14(k) 0 0 (q
3 − 1)(−1)k(q + 1)
χ15(k) 0 0 δ(q
2 + q + 1)(q − 1)2(−1)k
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Fortsetzung
c3,1 c3,2 c3,3 c3,4
χ1(k) 1 1 1 1
χ2(k) 0 q 0 0
χ3(k, l) (−1)l (q + 1)(−1)l (−1)l (−1)l
χ4(k) −(−1)k (q − 1)(−1)k −(−1)k −(−1)k
χ5(k) 0 0 0 0
χ6 0 0 0 0
χ7 0 0 0 0
χ8 (q
3 − 1)δ −δ −δ −δ
χ9 0 −qδ 0 0
χ10
1
2
(q3 − 1) − 1
2
(q + 1) 1
2
(q2 − 1) − 1
2
(q2 + 1)
χ11
1
2
(q3 − 1) − 1
2
(q + 1) − 1
2
(q2 + 1) 1
2
(q2 − 1)
χ12
1
2
(q3 − 1) 1
2
(q − 1) − 1
2
(q2 + 1) 1
2
(q2 − 1)
χ13
1
2
(q3 − 1) 1
2
(q − 1) 1
2
(q2 − 1) − 1
2
(q2 + 1)
χ14(k) (q
3 − 1)(−1)k −(−1)k(q + 1) −(−1)k −(−1)k
χ15(k) −δ(q − 1)(q2 + q + 1)(−1)k −(q − 1)δ(−1)k δ(−1)k δ(−1)k
Fortsetzung
c4,0(i) c4,1(i) c5,0(i)
χ1(k) ζ
ik
1 ζ
ik
1 1
χ2(k) ζ
ik
1 ζ
ik
1 1
χ3(k, l) ζ
il+ik
1 + ζ
2il+ik
1 ζ
il+ik
1 + ζ
2il+ik
1 ζ
il
1 + ζ
−il
1
χ4(k) 0 0 0
χ5(k) (q − 1)(q2 + q + 1)ζik1 −ζik1 0
χ6 0 0 0
χ7 0 0 0
χ8 0 0 (−1)iq3 − (−1)i
χ9 0 0 (q
3 − 1)(−1)i
χ10 0 0 q
3 − 1
χ11 0 0 q
3 − 1
χ12 0 0 0
χ13 0 0 0
χ14(k) 0 0 (q
3 − 1)(ζik1 + ζ−ik1 )
χ15(k) 0 0 0
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Fortsetzung
c5,1(i) c6,0(i) c6,1(i) c6,2(i) c6,3(i)
χ1(k) 1 ϕ
ik
3 ϕ
ik
3 ϕ
ik
3 ϕ
ik
3
χ2(k) 1 qϕ
ik
3 0 qϕ
ik
3 0
χ3(k, l) ζ
il
1 + ζ
−il
1 (q + 1)ϕ
ik
3 ϕ
ik
3 (q + 1)ϕ
ik
3 ϕ
ik
3
χ4(k) 0 (q − 1)ϕ−ik3 −ϕ−ik3 (q − 1)ϕ−ik3 −ϕ−ik3
χ5(k) 0 0 0 0 0
χ6 0 0 0 0 0
χ7 0 0 0 0 0
χ8 −(−1)i 0 0 0 0
χ9 −(−1)i 0 0 0 0
χ10 −1 0 0 0 0
χ11 −1 0 0 0 0
χ12 0 0 0 0 0
χ13 0 0 0 0 0
χ14(k) −ζik1 − ζ−ik1 0 0 0 0
χ15(k) 0 0 0 0 0
Fortsetzung
c7,0(i) c7,1(i) c8,0(i) c8,1(i)
χ1(k) ζ
2ik
3 ζ
2ik
3 ζ
ik
3 ζ
ik
3
χ2(k) qζ
2ik
3 0 ζ
ik
3 ζ
ik
3
χ3(k, l) (q + 1)ζ
2ik
3 ζ
il
1 ζ
2ik
3 ζ
il
1 ζ
ik
3 + ζ
ik
3 ζ
il
1 ζ
ik
3 + ζ
ik
3 ζ
il
1
χ4(k) (q − 1)ζ(q
2+q−1)ik
3 −ζ(q
2+q−1)ik
3 0 0
χ5(k) 0 0 0 0
χ6 0 0 0 0
χ7 0 0 0 0
χ8 0 0 0 0
χ9 0 0 0 0
χ10 0 0 0 0
χ11 0 0 0 0
χ12 0 0 0 0
χ13 0 0 0 0
χ14(k) 0 0 0 0
χ15(k) 0 0 0 0
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Fortsetzung
c9,0(i, j) c10,0(i) c10,1(i)
χ1(k) ζ
ik
3 1 1
χ2(k) ζ
ik
3 −1 −1
χ3(k, l) ζ
ik
3 ζ
(i−j)l
1 + ζ
ik
3 ζ
jl
1 0 0
χ4(k) 0 −ξik1 − ξ−ik1 −ξik1 − ξ−ik1
χ5(k) 0 0 0
χ6 0 0 0
χ7 0 0 0
χ8 0 −(q3 − 1)(−1)i (−1)i
χ9 0 (q
3 − 1)(−1)i −(−1)i
χ10 0 0 0
χ11 0 0 0
χ12 0 q
3 − 1 −1
χ13 0 q
3 − 1 −1
χ14(k) 0 0 0
χ15(k) 0 (q
3 − 1)(−1)i(ξik1 + ξ−ik1 ) −(−1)i(ξik1 + ξ−ik1 )
Fortsetzung
c11,0(i)
χ1(k) ζ
q2ik−qik+ik
3
χ2(k) −ζq2ik−qik+ik3
χ3(k, l) 0
χ4(k) −µ(q
2+q−1)ik
3 − µ−q(q
2−q−1)ik
3
χ5(k) 0
χ6 0
χ7 0
χ8 0
χ9 0
χ10 0
χ11 0
χ12 0
χ13 0
χ14(k) 0
χ15(k) 0
Tabelle A.54: Irreduzible Charaktere von Q
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A.55 Einschra¨nkung der unipotenten Charaktere auf Q
In der folgenden Tabelle sind fu¨r jeden unipotenten Charakter ψ von G die Skalarprodukte
(ψ↓Q, χ)Q aufgelistet, wobei χ die in Tabelle A.54 angegebenen irreduziblen Charaktere
von Q durchla¨uft. Fehlende Eintra¨ge bedeuten Nullen. Ist in der folgenden Tabelle ein
irreduzibler Charakter von Q aus Tabelle A.54 nicht aufgefu¨hrt (wie z.B. χ5(1)), so sind die
Skalarprodukte dieses Charakters mit den Einschra¨nkungen der unipotenten Charaktere
von G auf Q alle gleich Null. Man beachte jedoch, dass Tabelle A.54 nicht die vollsta¨ndige
Charaktertafel von Q ist. Die Einschra¨nkungen der unipotenten Charaktere von G auf Q
besitzen also im Allgemeinen noch irreduzible Konstituenten, die in den Tabellen A.54
und A.55 nicht aufgefu¨hrt sind.
Tabelle A.55: Skalarprodukte der Einschra¨nkungen der unipotenten Charaktere
Charakter χ von Q Parameter (1Q, χ)Q ([ε1]Q, χ)Q ([ρ1]Q, χ)Q
χ1(0) 1 1
χ2(0) 1 1
χ5(0) 1
χ6
χ7
χ8
χ9
χ10 1
χ11
χ12
χ13
χ14(k) k = 1, . . . , q − 2,
k 6= q−12
χ15(k) k = 1, . . . , q,
k 6= q+12
256 Tabellen
Fortsetzung
Char. χ von Q Parameter ([ρ2]Q, χ)Q (3D4[−1]Q, χ)Q (3D4[1]Q, χ)Q
χ1(0) 1
χ2(0) 1
χ5(0) 1
χ6
χ7
χ8
χ9
χ10
χ11 1
χ12 1
χ13 1
χ14(k) k = 1, . . . , q − 2, k 6= q−12
χ15(k) k = 1, . . . , q, k 6= q+12
Fortsetzung
Charakter χ von Q Parameter ([ε2]Q, χ)Q (StQ, χ)Q
χ1(0) 1
χ2(0) 1
χ5(0) 1 1
χ6 1
χ7 1 q
χ8 1 q
χ9 q q
2 + 1
χ10 q + 1
q2+q
2
+ 1
χ11 1
q2+q
2
+ 1
χ12 q
q2−q
2
χ13
q2−q
2
χ14(k) k = 1, . . . , q − 2, k 6= q−12 q + 1 q2 + q + 1
χ15(k) k = 1, . . . , q, k 6= q+12 q − 1 q2 − q + 1
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